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Resumo
Duas formulações do Método dos Elementos de Contorno baseadas em força de superfície e
deslocamento são apresentadas para problemas contendo trinca em modo III (cisalhamento
anti-plano) em meio anisotrópico e exponencialmente não-homogêneo. As equações integrais
de contorno são singulares fortes e são avaliados usando o Shifted Point Method (SPM). O
elemento de contorno contento a ponta da trinca é descrito através de um elemento especial
chamado de quarter-point. As três principais configurações de trinca, trinca central, trinca
inclinada e trinca no contorno são estudadas para determinar o fator de intensidade de tensão
(SIF). Todos os problemas são simulados usando programas desenvolvidos em MATLAB®,
baseados em elementos de contorno quadráticos, isoparamétricos e contínuos com SPM.
Resultados para o caso homogêneo e isotrópico são comparados com soluções disponíveis
na literatura, mostrando bons resultados. Para o caso de não-homogeneidade exponencial,
resultados numéricos são obtidos para meios fracamente rígidos e meios suaves.
Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, Mecânica da fratura, Anisotropia, Materi-
ais não-homogêneos.
Abstract
A surface force and displacement based Boundary Element Method (BEM) formulation are
presented for the mode III crack problem in exponentially nonhomogeneous anisotropic media.
The surface force Boundary Integral Equation (BIE) is strong singular and it is evaluated
using the Shifted Point Method (SPM). The boundary element containing the tip of the crack
is described by means of a special element called the quarter point. The three main crack
configurations, central crack, central slant crack, and edge crack are studied to determine
the stress intensity factors (SIF). All problems were simulated using programs developed in
MATLAB®, based on quadratic isoparametric continuous boundary elements with SPM. Results
for the homogeneous and isotropic case are compared with available solutions in the literature,
showing good results. For the case of exponential nonhomogeneity, numerical results are
obtained for weakly stiffer media and for softer media.
Keywords: Boundary elements methods, Fracture mechanics, Anisotropy, Nonhomogeneous
materials.
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1 INTRODUÇÃO
Este trabalho estuda a aplicação do método dos elementos de contorno (MEC) em trincas
existentes em materiais anisotrópicos e não-homogêneos. A seguir, são apresentados as motiva-
ções para o desenvolvimento do trabalho, junto com uma revisão bibliográfica do MEC aplicado
ao estudo da mecânica da fratura.
1.1 Motivação
Fratura é um problema que a sociedade enfrenta desde as primeiras estruturas feitas pelo
homem. Atualmente, a questão da fratura talvez seja pior do que antigamente devido a comple-
xidade da sociedade tecnológica atual.
Felizmente, o avanço no campo da mecânica da fratura tem ajudado a prevenir potenciais
perigos que possam acontecer. No entanto, muito permanece desconhecido, e o conhecimento
existente de mecânica da fratura nem sempre é aplicável quando apropriado.
Ao longo da história, o estudo da mecânica da fratura pode ser dividido em três períodos
principais. A primeira, anterior a Segunda Guerra Mundial, o desenvolvimento do estudo da
fratura limitava-se à poucos experimentos. Um dos principais exemplo é o experimento reali-
zado por Leonardo da Vinci, no qual ele mede a resistência do fio e constata que a resistência
é inversamente proporcional ao comprimento do fio. Os resultados implicavam que as falhas
no material determinavam a resistência do fio. Mas foi muitos anos mais tarde que (GRIF-
FITH, 1921) em seu trabalho encontrou uma relação entre tensão de fratura e tamanho da falha.
Foi depois da Segunda Guerra Mundial que o estudo da fratura deu um grande salto,
principalmente devido aos constantes acidentes ocorrido pelos navios Liberty durante a guerra.
Foi nesse período que ocorreu o desenvolvimento da teoria básica da mecânica da fratura que
conhecemos hoje, tais como todo o campo da mecânica da fratura linear elástica (LEFM - em
inglês) e outros conceitos descritos na seção 1.2. Esse período durou até 1980, onde entra a
terceira Era e que vai até os dias atuais.
O campo de fratura desenvolveu bastante nas ultimas décadas do século XX. As pequi-
sas atuais tendem a focar mais em avanços incrementais do que grandes ganhos. Outro ponto
importante é o desenvolvimento de novos materiais como os compósitos, muito utilizado no
setor aeronáutico, assim como o estudo de modelos microestruturais para fratura que englobam
comportamento do material tanto de forma local quanto global.
O alto uso de recursos computacionais é outro característica deste período. A explosão da
tecnologia computacional permitiu que simples computadores realizassem simulações numéri-
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(a) Fratura de um navio classe Li-
berty
(b) Fratura em aeronave
Figura 1.1: Fratura em estruturas - (www.inspecaoequipto.blogspot.com.br)
cas como método dos elementos finitos (MEF) e método dos elementos de contorno (MEC), em
modelos 3D de componentes que contenham trincas.
Tratando-se de materiais compósitos, se destaca os compósitos laminados cuja caracte-
rística é o empilhamento e colagem de duas ou mais lâminas de materiais compósitos. Estas
lâminas podem ser de materiais iguais ou diferentes sendo metais ou não metais (cerâmica por
exemplo - (REDDY, 2004)). No geral, cada camada possui diferente orientação das fibras per-
mitindo uma resistência do material em múltiplas direções. A Fig. 1.2 mostra um exemplo de
malha e aplicação de material compósito.
(a) Exemplo de malha de material com-
pósito
(b) Fuselagem de cargueiro feita de com-
pósito
Figura 1.2: Exemplo de malha e aplicação de material compósito - (www.aviacao.org) .
Os métodos numéricos mais conhecidos para estudo de estruturas são o método dos ele-
mentos finitos e o método dos elementos de contorno. Este trabalho foca no uso do MEC,
pois apresenta melhor convergência e precisão nos resultados, principalmente tratando-se em
problema que apresentam concentradores de tensão e domínios no infinito (BREBBIA e DO-
MINGUEZ; KANE, 1994; 1994) quando comparado, por exemplo, com o MEF. A príncipal
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característica do MEC é o fato de modelar apenas o contorno do problema, diminuindo assim o
custo computacional.
1.2 Revisão Bibliográfica
O MEC consiste em usar integrais de contorno para resolver as equações governantes
dos problemas físicos, isso permite a redução das dimensões do problema. Alguns trabalhos
são considerados precursores do método como o trabalho de Somigliana (1885/86) e Fredholm
(1903), segundo apontou (GAUL et al., 2013). Porém, o método de resolver o problema físico
matemático tem origem no trabalho de (GREEN, 1828), onde ele formulou a representação
integral da solução para problemas de Dirichlet e Neumann da equação de Laplace introdu-
zindo as chamadas funções de Green. (BETTI, 1872) apresentou um método geral para integrar
as equações de elasticidade e derivar as soluções na forma integral, segundo (KATSIKADE-
LIS, 2002). Muitos outros trabalhos tiverem influencia no desenvolvimento do método como
(JASWON; SYMM; RIZZO; CRUSE, 1963; 1963; 1967; 1978), mas foi só em 1977 que o
termo Boundary Element Method foi concebido nos trabalhos de (BREBBIA e DOMINGUEZ;
DOMINGUEZ, 1977; 1977).
O campo da mecânica da fratura em sí é bem difundido na literatura. os trabalhos de
(SIH; MURAKAMI et al., 1973; 1987) trazem uma série de soluções analíticas nos três modos
de carregamento para diversas distribuição de carregamento, diferentes geometrias de meio e
formatos de trinca.
O problema de trinca em material anisotrópico foi primeiro apresentado por (SNYDER
e CRUSE, 1975) que usaram as funções de Green para modelar trinca em chapa anisotrópica.
Outros importantes trabalhos na área de trinca em material anisotrópico podem ser citados como
(TAN e GAO; DOBLARE et al., 1992; 1990) que analisaram trincas em materiais ortotrópicos,
(SLADEK e SLADEK, 1982) analisaram problemas tridimensionais em material anisotrópico.
O método dos elementos de contorno dual foi desenvolvido por (PORTELA et al., 1992) para
problemas bidimensionais e estáticos em materiais isotrópicos. Este mesmo método, mais tarde,
foi desenvolvido para problemas elasto-estáticos em materiais anisotrópicos por (SOLLERO e
ALIABADI, 1995).
Boa introdução no campo geral de materiais não-homogêneos pode ser encontrado nos
trabalhos de (HIRAI, 1996), (PAULINO et al., 2014) e no livro de (SURESH e MORTEN-
SEN, 1998). (ERDOGAN, 1995) apresenta uma boa revisão da mecânica da fratura em mate-
riais não-homogêneos. O problema de estado plano de deformação em modo I para um meio
infinito e não-homogêneo foi considerado por (DELALE e ERDOGAN, 1983), que mostrou
a relativa dependência significante entre o fator de intensidade de tensão (SIF - em inglês)
e a constante de não-homogeneidade. Outros problemas de trinca com diferentes fatores de
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não-homogeneidade foram estudados por (KASSIR, 1972), (DHALIWAL e SINGH, 1978),
(GERASOULIS e SRIVASTAV, 1980), (ERDOGAN, 1985) e (DELALE e ERDOGAN, 1988).
Mais recentemente podemos citar os trabalhos de (RANGELOV et al., 2005) que obteve solu-
ções fundamentais no tempo harmônico para meio não-homogêneo, anisotrópico e bidimensi-
onal. (DAROS, 2008) obteve solução fundamental no tempo para problemas em sólidos aniso-
trópicos.
Sabe-se que a equação integral de contorno (BIE - em inglês) de deslocamento degenera
para análise de trinca como mostrado por (CRUSE; SLADEK e SLADEK, 1978; 1984). As-
sim, intensa pesquisa tem sido feita para derivar numericamente equação integral de contorno
de força de superfície. Um estudo interessante de precisão e estabilidade da BIE de força de
superfície hiper-singular foi desenvolvida por (RANGELOV et al., 2003). Baseado nos traba-
lhos prévios de (RANGELOV et al., 2003) e (DAROS; DAROS, 2008; 2010) nós estendemos
o MEC para obter o fator de intensidade de tensão para o modo III em meio não-homogêneo e
anisotrópico.
Poucos trabalhos são desenvolvidos para o modo III de fratura que envolvam especi-
almente material não-homogêneo e anisotrópico. Aqui podemos citar os trabalhos de (SUN
et al., 2003) que apresentou SIF para modo III em geometria ortotrópica e finita, (WANG
et al., 1992) com SIF para trincas no contorno submetida ao modo III em meio finito e or-
totrópico, e também, (WANG, 1993) onde encontrou resultados para trinca central em meio ex-
ponencialmente não-homogêneo, isotrópico e infinito. Em especial, temos o trabalhos de (SIH
et al., 1965), que traz equações gerais para o campo de tensão na ponta da trinca para os três
modos de abertura em material anisotrópico, e o trabalho de (SIH e CHEN, 2012) que fornece
uma série de soluções para vários sistemas com compósitos com trinca.
21
2 OBJETIVOS
Neste capítulo será apresentado o objetivos gerais do trabalho e o roteiro dos demais
capítulo.
2.1 Objetivo
Esse trabalho tem como objetivo aplicar o MEC para a mecânica da fratura em material
anisotrópico e não-homogêneo, para determinar o fator de intensidade de tensão em diferentes
graus de anisotropia e não-homogeneidade.
Os resultados obtidos neste trabalho podem ser divido em três partes: trinca central, trinca
inclinada e trinca no contorno. Para analisar os problemas foram desenvolvidos programas em
MATLAB® baseados no MEC. Esses programas são utilizados para encontrar o campo de força
de superfície na ponta da trinca, permitindo calcular o SIF.
2.2 Roteiro da dissertação
Essa dissertação está dividida em oito capítulos.
O capítulo 1 apresenta a motivação do tema estudado, assim como uma revisão sobre
MEC, mecânica da fratura e materiais não-homogêneos e anisotrópicos.
O capítulo 2 descreve os objetivos e o roteiro da dissertação.
O capítulo 3 faz uma breve introdução sobre materiais anisotrópicos como suas aplica-
ções, características e componentes do material. Também descreve sobre a teoria da elasticidade
anisotrópica.
O capítulo 4 faz alusão aos materiais não-homogêneos fazendo descrição dos materiais,
do perfil não-homogêneo utilizado na dissertação. A formulação elástica para material expo-
nencialmente não-homogêneo é elaborada.
A mecânica da fratura elástica anisotrópica é apresentada brevemente no capítulo 5. Aqui
o assunto é dividido entre histórico da mecânica da fratura, modos de abertura de trinca, elasti-
cidade anisotrópica para problemas anti-plano, fator de intensidade de tensão e outros.
As formulações do MEC utilizadas neste dissertação são descritas no capítulo 6, junto
com algumas características utilizadas na implementação do método como os elementos es-
peciais quarter point e o Shifted Point Method (SPM). Para cada formulação é detalhado a
equação integral de contorno, a solução fundamental utilizada, o tratamento da integral singular
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e o método para determinar o SIF.
No capítulo 7 são apresentados resultados obtidos para os três diferentes tipos de perfis de
trinca: central, inclinada e no contorno. Os valores obtidos do fator de intensidade de tensão são
validados com soluções encontradas na literatura. Em alguns casos são comparados abertura da
trinca com soluções disponíveis ou entre formulações.
Por fim, no capítulo 8 são feitas considerações finais e conclusões sobre a dissertação.
Trabalhos futuros também são sugeridos neste capítulo.
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3 MATERIAL ANISOTRÓPICO
Neste capítulo apresentará uma breve descrição de materiais anisotrópicos, juntamente
com a teoria da elasticidade anisotrópica.
3.1 Introdução
Os designs atuais de engenharia frequentemente envolvem situações onde materiais não-
homogêneos estão presentes quer seja naturalmente, ou são usados intencionalmente para atin-
gir certas características desejadas. O módulo de elasticidade depende da posição em materiais
não-homogêneos. Duas classes de materiais não-homogêneos são discutidas. A primeira classe
trata da descontinuidade abrupta dos valores das constantes do material, por exemplo laminados
compósitos. A segunda classe envolve materiais que possuem o módulo de elasticidade variando
continuamente, por exemplo solo, fundações e estruturas geológicas são exemplos naturais cuja
variação ocorre suavemente.
Um material compósito é formado pela junção de dois ou mais materiais, sendo um ar-
ranjo entre metais, polímeros e cerâmicos. Este arranjo se dá em escala macroscópica, diferente
de outros materiais constituídos por mais de um componente, ligas metálicas por exemplo, que
possuem seu arranjo estrutural em nível microscópico (GIBSON, 2011). Portanto, esses mate-
riais possuem duas características importantes, a heterogeneidade e a anisotropia.
Materiais compósitos não são recentes. Eles tem sido usados desde a antiguidade. Al-
guns materiais naturais podem ser considerados compósitos como madeira, osso e outros. Esse
tipo de estrutura era muito utilizada para aprimorar a performance de armas convencionais.
Por exemplo, as partes compressadas do arco da Mongólia eram feitos de chifres e as partes
tensionadas, eram feitas de tendões de animais e madeira coladas juntas. Mas foi no início da
década de 60 que engenheiros e cientistas realmente exploraram o vasto potencial de fabricação
dos compósitos e da sua utilização como componente estrutural. Principalmente na indústria
aeronáutica onde a redução de peso é um fator crucial.
3.2 Componentes do compósito
O ligamento entre fibra e matriz aparace durante a fabricação do material. Isto tem in-
fluência fundamental nas propriedades mecânicas do material compósito.
24
3.2.1 Fibras
De acordo com (GAY, 2014), as fibras consistem de várias centenas ou milhares de fi-
lamentos com diâmetro variando entre 5 e 15𝜇m entrelaçados entre si. As fibras podem ser
divididas da seguinte forma: fibras curtas, possuindo um comprimento que varia entre frações
de milímetros até alguns centímetros e são usadas em moldes de injeção; fibras longas usadas
na forma natural ou na forma de tecidos e são cortadas após a fabricação da peça.
A maioria dos materiais compósitos apresentam-se na forma de lâminas. Essas lâminas
consistem no arranjo de várias fibras sobrepostas. Tais arranjos podem ser unidirecional, bidi-
recional ou multidirecional. A Fig. 3.1 mostra a montagem de uma lâmina com fibras disposta
em diferentes orientações.
Figura 3.1: Lâmina composta de várias fibras em diferentes orientações.
A fibras são os elementos principais de um material compósito. São elas as responsá-
veis por suportar a carga submetido aos materiais, portanto sua orientação exerce fundamental
influencia nas características mecânicas dos mesmos.
Os principais materiais utilizados na fabricação das fibras são: vidro, carbono, carbeto
de silício, aramida, fibras naturais e outros. Destaque-se a fibra de carbono muito utilizada na
industria aeronáutica e a fibra de vidro, mais utilizada pela industria automobilística.
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3.2.2 Matriz
O objetivo das matrizes é manter o arranjo das fibras juntas na unidade estrutural,
protegendo-as de danos externos, transferência e distribuição da força externa aplicada, além
de contribuir com algumas propriedades como ductilidade, resistência térmica, dureza e isola-
mento elétrico, por exemplo. De acordo com (GIBSON, 2011), os materiais mais utilizados na
fabricação das matrizes são: polímeros, metais ou cerâmicas. A escolha do material depende
da capacidade de desenvolver uma relação química ou mecânica com a fibra, compatibilidade
química com a fibra para que não haja qualquer reação indesejada e em muitos casos ao custo.
3.3 Aplicação dos compósitos
O interesse por materiais compósitos surgiu inicialmente pela necessidade de redução
de peso das estruturas. A indústria aeronáutica, onde o peso da estrutura afeta o consumo de
combustível, performance e carregamento, estavam entre as primeiras a perceberem o potencial
dos compósitos. Assim, o interesse destes materiais espalhou-se por outras áreas, podendo ser
encontrados em automóveis, equipamentos esportivos, aeronaves e outros. As características
que tornam os compósitos tão atrativos são seu baixo peso, alta resistência, bom desempenho
em altas temperatura, baixa condutividade elétrica, entre outras.
O fato dos compósitos serem fabricados permite que eles sejam projetado para atender
as propriedades mecânicas específicas. Entretanto, sua complexidade de projeto e construção
é maior do que em relação a materiais isotrópicos devido ao elevado número de variáveis en-
volvidas. Uma destas variáveis é a compatibilidade entre fibra e matriz, sendo que estas devem
possuir uma boa ligação química e mecânica entre si, pois a falta de compatibilidade acarreta
perda das característica e risco de reações indesejáveis.
Os compósitos apresentam melhores resistência à fadiga do que outros materiais. Para es-
truturas como a de aeronaves, onde a resistência à fadiga é uma das mais importantes conside-
rações, os compósitos tem grande vantagem. Essa é uma das razões pelo aumento da aplicação
dos compósitos em aeronaves e outras estruturas.
Os compósitos apresentam algumas desvantagens como baixa condutividade elétrica,
principalmente para o setor aeronáutico no qual a probabilidade de descarga elétrica é alta. Ge-
ralmente, os compósitos possuem de baixa à media resistência à impacto, assim deve-se evitar
choques nas estruturas. Apesar de possuírem boa resistência ao fogo, deve-se evitar que com-
pósitos fabricados com materiais que produzem fumaças tóxicas entre em contato com chamas.
E por último, o alto custo na fabricação deste tipo de material é outro fator limitante quanto ao
uso deste.
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3.4 Material Anisotrópico
Para descrever as equações constitutivas dos materiais compósitos, utiliza-se da teoria
da elasticidade anisotrópica. Referindo-se a um sistema de coordenadas (x,y,z), as relações de
tensão e deformação para um corpo anisotrópico generalizado é dado pela Eq. 3.1.
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜖𝑥
𝜖𝑦
𝜖𝑧
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑧𝑥
𝛾𝑥𝑦
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑠11 𝑠12 𝑠13 𝑠14 𝑠15 𝑠16
𝑠21 𝑠22 𝑠23 𝑠24 𝑠25 𝑠26
𝑠31 𝑠32 𝑠33 𝑠34 𝑠35 𝑠36
𝑠41 𝑠42 𝑠43 𝑠44 𝑠45 𝑠46
𝑠51 𝑠52 𝑠53 𝑠54 𝑠55 𝑠56
𝑠61 𝑠62 𝑠63 𝑠64 𝑠65 𝑠66
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑧
𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑧𝑥
𝜏𝑥𝑦
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.1)
{𝜖} = [𝑆] {𝜎} (3.2)
Onde as componentes de tensão são denotados por 𝜖𝑥, 𝜖𝑌 , ..., 𝛾𝑥𝑦 e os componentes de de-
formação por 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, ..., 𝜏𝑥𝑦. Os termos matriz 𝑆𝑖𝑗 são chamados de coeficientes de flexibilidade,
onde os índices variam de 1 à 6 (𝑖, 𝑗=1,2,...,6).
A partir da Eq. 3.2 é possível escrever as constantes em termos dos coeficientes de rigidez
𝑐𝑖𝑗 (𝑖,𝑗=1,2,3,...,6) visto na Eq. 3.4.
{𝜎} = [𝑆]−1 {𝜖} = [𝐶] {𝜖} (3.3)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑧
𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑧𝑥
𝜏𝑥𝑦
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 𝑐13 𝑐14 𝑐15 𝑐16
𝑐21 𝑐22 𝑐23 𝑐24 𝑐25 𝑐26
𝑐31 𝑐32 𝑐33 𝑐34 𝑐35 𝑐36
𝑐41 𝑐42 𝑐43 𝑐44 𝑐45 𝑐46
𝑐51 𝑐52 𝑐53 𝑐54 𝑐55 𝑐56
𝑐61 𝑐62 𝑐63 𝑐64 𝑐65 𝑐66
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜖𝑥
𝜖𝑦
𝜖𝑧
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑧𝑥
𝛾𝑥𝑦
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.4)
No geral, existem 36 constantes elásticas 𝑠𝑖𝑗 ou 𝑐𝑖𝑗 ao relacionar tensões com deformações
e vice-versa. Mas apenas 21 constantes são independentes já que 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 e 𝑠𝑖𝑗 = 𝑠𝑗𝑖. Com
essa simetria de constantes é possível reescrever a matriz 𝐶𝑖𝑗 da Eq. 3.4 em uma forma mais
compacta.
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[𝐶] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 𝑐13 𝑐14 𝑐15 𝑐16
𝑐22 𝑐23 𝑐24 𝑐25 𝑐26
𝑐33 𝑐34 𝑐35 𝑐36
𝑆𝑖𝑚. 𝑐44 𝑐45 𝑐46
𝑐55 𝑐56
𝑐66
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.5)
Os termos da Eq. 3.5 referem-se a um material totalmente sem plano de simetria, ou seja,
anisotrópico. Materiais que possuem planos de simetria tem suas constantes reduzidas ainda
mais.
3.4.1 Material Ortotrópico
Materiais ortotrópico possuem três planos mutualmente ortogonais de simetria. Desta
forma, o número de constantes reduzem para 9 constantes independentes. Para um material
ortotrópico, essas constantes se relacionam com o módulo de Young 𝐸𝑖𝑗 , coeficiente de Poisson
𝜐𝑖𝑗 e módulo de cisalhamento 𝜇𝑖𝑗 da seguinte forma
𝑠11 =
1
𝐸11
, 𝑠22 =
1
𝐸22
, 𝑠33 =
1
𝐸33
(3.6a)
𝑠12 = −𝜇21
𝐸22
= −𝜇12
𝐸11
(3.6b)
𝑠13 = −𝜇31
𝐸33
= −𝜇13
𝐸11
(3.6c)
𝑠23 = −𝜇32
𝐸33
= −𝜇23
𝐸22
(3.6d)
𝑠44 =
1
𝜐23
, 𝑠55 =
1
𝜐13
, 𝑠66 =
1
𝜐12
(3.6e)
Os coeficientes 𝑐𝑖𝑗 também podem ser relacionados em termos das constantes de enge-
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nharia para um sistema ortotrópico.
𝑐11 =
1
∆𝑝
1− 𝜐23𝜐32
𝐸22𝐸33
, 𝑐22 =
1
∆𝑝
1− 𝜐13𝜐31
𝐸11𝐸33
, 𝑐33 =
1
∆𝑝
1− 𝜐12𝜐21
𝐸11𝐸22
(3.7a)
𝑐12 =
1
∆𝑝
𝜐21 + 𝜐31𝜐23
𝐸22𝐸33
=
1
∆𝑝
𝜐12 + 𝜐13𝜐32
𝐸11𝐸33
(3.7b)
𝑐13 =
1
∆𝑝
𝜐31 + 𝜐21𝜐32
𝐸22𝐸33
=
1
∆𝑝
𝜐13 + 𝜐12𝜐23
𝐸11𝐸22
(3.7c)
𝑐23 =
1
∆𝑝
𝜐32 + 𝜐12𝜐31
𝐸11𝐸33
=
1
∆𝑝
𝜐23 + 𝜐21𝜐13
𝐸11𝐸22
(3.7d)
𝑐44 = 𝜇23, 𝑐55 = 𝜇31, 𝑐66 = 𝜇12 (3.7e)
Onde,
∆𝑝 =
1
𝐸11𝐸22𝐸33
(1− 2𝜐21𝜐32𝜐13 − 𝜐12𝜐21 − 𝜐23𝜐32 − 𝜐31𝜐13). (3.8)
A matriz de rigidez é definida pela Eq. 3.9.
[𝐶] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 𝑐13 0 0 0
𝑐12 𝑐22 𝑐23 0 0 0
𝑐13 𝑐23 𝑐33 0 0 0
0 0 0 𝑐44 0 0
0 0 0 0 𝑐55 0
0 0 0 0 0 𝑐66
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.9)
3.4.2 Material Monoclínico
Materiais monoclínicos possuem apenas um plano de simetria e suas fibras são rotaciona-
das em relação ao sistema cartesiano de -90°< 𝜃 < 90°.
A matriz de rigidez do material com as 13 constantes independentes é ilustrada pela
Eq. 3.10.
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[𝐶] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 𝑐13 0 0 𝑐16
𝑐12 𝑐22 𝑐23 0 0 𝑐26
𝑐13 𝑐23 𝑐33 0 0 𝑐36
0 0 0 𝑐44 𝑐45 0
0 0 0 𝑐45 𝑐55 0
𝑐16 𝑐26 𝑐36 0 0 𝑐66
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.10)
3.4.3 Material Transversalmente Isotrópico
Se a isotropia prevalecer apenas no plano 𝑥𝑦, então é dito que o corpo é transversalmente
isotrópico e a quantidade de constantes elásticas reduzem ainda mais.
𝑠22 = 𝑠11, 𝑠23 = 𝑠13, 𝑠55 = 𝑠44, 𝑠66 = 2(𝑠11 − 𝑠12) (3.11)
𝑐22 = 𝑐11, 𝑐23 = 𝑐13, 𝑐55 = 𝑐44, 𝑐66 =
1
2
(𝑐11 − 𝑐12) (3.12)
Os coeficientes 𝑐𝑖𝑗 também podem ser relacionados em termos das constantes de enge-
nharia para um sistema isotrópico transversal.
𝑐11 = 𝑐22 =
𝐸11
1 + 𝜐21
1− 𝜐231(𝐸11/𝐸33)
𝐷
, (3.13a)
𝑐33 =
𝐸11
1 + 𝜐21
1− 𝜐221(𝐸33/𝐸11)
𝐷
, (3.13b)
𝑐12 =
𝐸11(𝜐21 + 𝜐
2
31𝐸11/𝐸33)
(1 + 𝜐21)𝐷
, (3.13c)
𝑐13 =
𝜐31𝐸11
𝐷
. (3.13d)
Onde,
𝐷 = 1− 𝜐21 − 2𝜐231(𝐸11/𝐸33). (3.14)
A matriz de rigidez é definida pela Eq. 3.15.
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[𝐶] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 𝑐13 0 0 0
𝑐12 𝑐22 𝑐23 0 0 0
𝑐13 𝑐23 𝑐33 0 0 0
0 0 0 𝑐44 0 0
0 0 0 0 𝑐44 0
0 0 0 0 0 𝑐66
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.15)
3.4.4 Material Isotrópico
Materiais isotrópicos possuem propriedades mecânicas independentes da direção. Ou
seja, qualquer plano pode ser considerado plano de simetria. Desta forma, o número de cons-
tantes reduz para dois termos independentes representados pelos coeficientes 𝑠11 e 𝑠12 e pelos
termos 𝑐11 e 𝑐12.
𝑠33 = 𝑠11, (3.16a)
𝑠13 = 𝑠12, (3.16b)
𝑠44 = 𝑠66 = 2(𝑠11 − 𝑠12) (3.16c)
𝑐33 = 𝑐11, (3.17a)
𝑐13 = 𝑐12, (3.17b)
𝑐44 = 𝑐66 =
1
2
(𝑐11 − 𝑐12) (3.17c)
A matriz de rigidez é definida pela Eq. 3.18.
[𝐶] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 𝑐12 𝑐12 0 0 0
𝑐12 𝑐11 𝑐12 0 0 0
𝑐12 𝑐12 𝑐11 0 0 0
0 0 0 𝑐44 0 0
0 0 0 0 𝑐44 0
0 0 0 0 0 𝑐44
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.18)
Materiais com outros tipos de anisotropia podem ser encontrados no trabalho de (LEKH-
NITSKII et al., 1964) E (SKRZYPEK e GANCZARSKI, 2015).
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3.5 Constantes de Engenharia
Os coeficientes do tensor das constantes elásticas são obtidos através das constantes de
engenharia como módulo de elasticidade, módulo de cisalhamento transversal e coeficiente de
Poisson. Estas constantes são obtidas realizando testes experimentais.
Como materiais anisotrópicos não possuem planos de simetria, há a necessidade de reali-
zar vários teste com a intenção de obter todas as constantes elásticas do sólido. Porém, materiais
isotrópicos necessitam de poucos testes, já que este tipo de material possui apenas duas cons-
tantes independentes.
Usando a propriedade de simetria dos tensores de tensão e deformação e da simetria do
material isotrópico, o tensor 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 pode ser definido como,
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝜇(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘), (3.19)
sendo 𝛿𝑖𝑗 o Delta de Kronecker e 𝜆 e 𝜇, as constantes de Lamé.
Substituindo a Eq. 3.19 na Eq. 3.4 e aplicando as propriedades do Delta de Kronecker,
obtém-se
𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜖𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜖𝑖𝑗 (3.20)
e
𝜖𝑖𝑗 =
𝜎𝑖𝑗
2𝜇
− 𝛿𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗
2𝜇(3𝜆 + 2𝜇)
. (3.21)
Sendo 𝜇 e 𝜆 as duas constantes independentes para materiais isotrópicos.
É possível relacionar as constantes de engenharia com as constantes independentes da
seguinte forma.
3.5.1 Teste de tração
O teste de tração permite encontrar o módulo de elasticidade 𝐸 e o coeficiente de Poisson
𝜈. Sendo que
𝐸 =
𝜎11
𝜖11
, (3.22)
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e
𝜈 = −𝜖22
𝜖11
= −𝜖33
𝜖11
. (3.23)
Substituindo as Eq. 3.20 e Eq. 3.21 nas Eq. 3.22 e Eq. 3.23, temos
𝐸 =
𝜇(3𝜆 + 2𝜇
𝜆 + 𝜇
, (3.24)
e
𝜈 =
𝜆
2(𝜆 + 𝜇)
. (3.25)
3.5.2 Teste de cisalhamento
O módulo de cisalhamento 𝐺 é encontrado pelo teste de cilhamento, sendo que
𝐺 =
𝜎12
2𝜖12
. (3.26)
Da Eq. 3.20 temos
𝐺 = 𝜇. (3.27)
3.6 Equação de equilíbrio para tensão de cisalhamento no estado anti-plano
Se um corpo é deformado de tal modo que a componente de deslocamento na direção
𝑧 seja não nula (𝑤𝑧 = 𝑤𝑧(𝑥,𝑦)), e as componentes do deslocamento nas direções 𝑥 e 𝑦 nulas
(𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 0), ilustrado pela Fig. 3.2.
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Figura 3.2: Sólido submetido ao estado anti-plano para materiais monoclínico ( e ortotrópico
com 𝑐045 = 0.
E se o plano de simetria adotado for sendo normal ao eixo 𝑧, então os três coeficientes
não nulos são 𝑐44, 𝑐45 e 𝑐55. Assim, com as condições descritas acima e com a Eq. 3.4, temos
as equações para a condição de tensão de cisalhamento no estado anti-plano representado pela
Eq. 3.28
𝜏𝑦𝑥 = 𝑐44
𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑦
+ 𝑐45
𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑥
, (3.28a)
𝜏𝑧𝑥 = 𝑐54
𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑦
+ 𝑐55
𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑥
. (3.28b)
Através da Eq. 3.28 temos a equação de equilíbrio na direção do eixo 𝑧 representado pela
Eq. 3.29.
𝑐55
𝜕2𝑤𝑧
𝜕𝑥2
+ 2𝑐45
𝜕2𝑤𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐44
𝜕2𝑤𝑧
𝜕𝑦2
= 0 (3.29)
Quando 𝑐45 = 0 o material torna-se ortotrópico, e totalmente isotrópico quando 𝑐44 = 𝑐55.
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4 ELASTICIDADE NÃO-HOMOGÊNEA
Neste capítulo são apresentadas algumas definições sobre materiais não-homogêneos, as-
sim como a formulação elástica do material.
4.1 Materiais não-homogêneos
Muitas aplicações envolvem materiais diferentes unidos em uma interface, por exemplo
aplicação em revestimentos. No entanto, segundo (ERDOGAN, 1995) é possível a aparecimento
de concentradores de tensão perto da interface. Devido e este problema, os materiais gradual-
mente funcionais (FGM - em inglês) são de interesse da comunidade de materiais, pois sua
característica de mudar a composição continuamente evita o aparecimento desses concentrado-
res de tensão. Além disso, por poder controlar a gradação, a performance do material pode ser
adaptada e otimizada para atender requisitos específicos para determinado serviço. Este tipo de
material pode ser encontrado em algumas aplicações como revestimento para barreira térmica,
material refratário para equipamento óptico e biomateriais como dentes e outros implantes.
A Fig. 4.1 mostra representações microestruturais de materiais FGM.
Figura 4.1: Exemplo de microestruturas gradualmente funcionais. (ABOUDI et al., 1999).
4.2 Solução fundamental para o caso anti-plano em uma classe de materiais
não-homogêneos e transversalmente isotrópicos
Com o objetivo de analisar o comportamento elástico de materiais não-homogêneos, é
necessário o uso de equação que descreva suas propriedades.
A Eq. 4.1 descreve, por exemplo, o comportamento de materiais exponencialmente não-
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homogêneos. Dessa forma, podemos escrever as propriedades do material de acordo com a
posição do ponto, representado pela Eq. 4.2.
ℎ(𝑦,𝑧) = 𝑒2(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧) (4.1a)
ℎ(𝑦,𝑧) = 𝑒(𝛽2𝑦+𝛽3𝑧) (4.1b)
𝑐44 = 𝑐
0
44ℎ(𝑦,𝑧) (4.2a)
𝑐66 = 𝑐
0
66ℎ(𝑦,𝑧) (4.2b)
Onde 𝑎2 e 𝑎3 são fatores de não-homogeneidade nas respectivas direções 𝑦 e 𝑧, ilustrado
pela Fig. 4.2. E 𝑐044 e 𝑐
0
66 são constantes de anisotropia em um ponto de referência do material.
x
z
y
bx
Figura 4.2: Sólido submetido ao estado anti-plano para materiais transversalmente isotrópico
Partindo da equação de equilíbrio para deformação anti-plano, dado pela Eq. 4.3.
𝜕𝜎𝑦𝑥
𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑧𝑥
𝜕𝑧
+ 𝑏𝑥 = 0 (4.3)
36
Sendo
𝜎𝑦𝑥 = 𝑐66
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦
(4.4a)
𝜎𝑧𝑥 = 𝑐44
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧
(4.4b)
podemos substitutir as Eqs. 4.4 e 4.2 na Eq. 4.3, obtendo a Eq. 4.5.
𝜕
𝜕𝑦
(︂
𝑐066ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑦
)︂
+
𝜕
𝜕𝑧
(︂
𝑐044ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑧
)︂
= −𝛿 (︀x− x𝑖)︀ (4.5)
Onde 𝛿(x− x𝑖) = 𝛿(𝑦 − 𝑦𝑖)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑖).
Transformando 𝑢*𝑥 = ℎ
−1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖) ℎ−1/2(𝑦,𝑧) 𝑈*𝑥 e derivando-o em função de 𝑦, temos a
Eq. 4.6.
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑦
= ℎ−1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)
[︂
−1
2
ℎ−3/2(𝑦,𝑧)
𝜕ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
𝑈*𝑥 + ℎ
−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑈*𝑥
𝜕𝑦
]︂
(4.6)
Multiplicando a Eq. 4.6 por 𝑐066ℎ(𝑦,𝑧), temos a Eq. 4.7.
𝑐066ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑦
= 𝑐066ℎ
−1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)
[︂
−1
2
ℎ−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
𝑈*𝑥 + ℎ
1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑈*𝑥
𝜕𝑦
]︂
(4.7)
Como
𝜕ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
=
1
2
ℎ−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
, (4.8)
podemos substituir a Eq. 4.8 na Eq. 4.7. Assim temos a Eq. 4.9.
𝑐066ℎ(𝑦,𝑧)
𝑢*𝑥
𝜕𝑦
= 𝑐066ℎ
−1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)
[︂
−𝜕ℎ
1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
𝑈*𝑥 + ℎ
1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑈*𝑥
𝜕𝑦
]︂
(4.9)
Derivando a Eq. 4.9 em função de 𝑦, temos
𝜕
𝜕𝑦
(︂
𝑐066ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑦
)︂
= 𝑐066ℎ
−1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)
[︂
−𝜕
2ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦2
𝑈*𝑥 −
XXXXXXXX
𝜕ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
𝜕𝑈*𝑥
𝜕𝑦
+
XXXXXXXX
𝜕ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦
𝜕𝑈*𝑥
𝜕𝑦
+ ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑦2
]︂ (4.10)
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Multiplicando a Eq. 4.10 por ℎ1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)ℎ−1/2(𝑦,𝑧), temos
ℎ1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)ℎ−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕
𝜕𝑦
(︂
𝑐066ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑦
)︂
=
𝑐066
[︂
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑦2
− ℎ−1/2(𝑦,𝑧)𝜕
2ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑦2
𝑈*𝑥
]︂ (4.11)
O mesmo procedimento é repetido na direção 𝑧, obtendo a Eq. 4.12.
ℎ1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)ℎ−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕
𝜕𝑧
(︂
𝑐044ℎ(𝑦,𝑧)
𝜕𝑢*𝑥
𝜕𝑧
)︂
=
𝑐044
[︂
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑧2
− ℎ−1/2(𝑦,𝑧)𝜕
2ℎ1/2(𝑦,𝑧)
𝜕𝑧2
𝑈*𝑥
]︂ (4.12)
Substituindo as Eqs. 4.11 e 4.12 na Eq. 4.5, temos a seguinte equação representada pela
Eq. 4.13.
𝑐066
[︂
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑦2
− 𝑎𝑦𝑦𝑈*𝑥
]︂
+ 𝑐044
[︂
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑧2
− 𝑎𝑧𝑧𝑈*𝑥
]︂
=
−ℎ−1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖)ℎ1/2(𝑦,𝑧)𝛿(𝑦 − 𝑦𝑖)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑖)
(4.13)
Sabe-se que
ℎ1/2(𝑦,𝑧)𝛿(𝑦 − 𝑦𝑖)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑖) = ℎ1/2(𝑦𝑖,𝑧𝑖). (4.14)
Portanto, temos
𝑐066
[︂
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑦2
− 𝑎𝑦𝑦𝑈*𝑥
]︂
+ 𝑐044
[︂
𝜕2𝑈*𝑥
𝜕𝑧2
− 𝑎𝑧𝑧𝑈*𝑥
]︂
= −𝛿(x− x𝑖). (4.15)
Onde
𝑎𝑦𝑦 =ℎ
−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕2(ℎ1/2(𝑦,𝑧))
𝜕𝑦2
(4.16a)
𝑎𝑧𝑧 =ℎ
−1/2(𝑦,𝑧)
𝜕2(ℎ1/2(𝑦,𝑧))
𝜕𝑧2
(4.16b)
Para alguns perfis, as Eq. 4.16 são constantes.
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4.2.1 Perfil exponencial
Para perfil exponencial temos a Eq. 4.17.
ℎ(𝑦,𝑧) = 𝑒2(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧) (4.17)
ℎ(𝑦,𝑧)1/2 = 𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧) (4.18)
Assim.
𝑎𝑦𝑦 =
1
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
𝜕2
[︀
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
]︀
𝜕𝑦2
=
1
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
𝑎2
𝜕
[︀
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
]︀
𝜕𝑦
=
1
XXXXX𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
𝑎22
[︁XXXXX𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)]︁
= 𝑎22
(4.19)
O mesmo procedimento é repetido para direção 𝑧.
𝑎𝑧𝑧 =
1
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
𝜕2
[︀
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
]︀
𝜕𝑧2
=
1
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
𝑎3
𝜕
[︀
𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
]︀
𝜕𝑧
=
1
XXXXX𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)
𝑎23
[︁XXXXX𝑒(𝑎2𝑦+𝑎3𝑧)]︁
= 𝑎23
(4.20)
4.2.2 Perfil quadrático
Para perfil quadrático temos a Eq. 4.21.
ℎ(𝑦,𝑧) = (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
2 (4.21)
ℎ(𝑦,𝑧)1/2 = (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1) (4.22)
Assim.
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𝑎𝑦𝑦 =
1
(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕2 [(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)]
𝜕𝑦2
=
1
(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕 [𝑎2]
𝜕𝑦
=
1
(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
0
= 0
(4.23)
O mesmo procedimento é repetido para direção 𝑧.
𝑎𝑧𝑧 =
1
(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕2 [(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)]
𝜕𝑧2
=
1
(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕 [𝑎3]
𝜕𝑧
=
1
(𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
0
= 0
(4.24)
4.2.3 Perfil senoidal
Para perfil sinusoidal temos a Eq. 4.25.
ℎ(𝑦,𝑧) = sin2 (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1) (4.25)
ℎ(𝑦,𝑧)1/2 = sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1) (4.26)
Assim.
𝑎𝑦𝑦 =
1
sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕2 [sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)]
𝜕𝑦2
=
1
sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕 [𝑎2 cos (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)]
𝜕𝑦
=
1
hhhhhhhhhhsin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
− 𝑎22
hhhhhhhhhhsin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
= −𝑎22
(4.27)
O mesmo procedimento é repetido para direção 𝑧.
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𝑎𝑧𝑧 =
1
sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕2 [sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)]
𝜕𝑧2
=
1
sin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
𝜕 [𝑎3 cos (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)]
𝜕𝑧
=
1
hhhhhhhhhhsin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
− 𝑎23
hhhhhhhhhhsin (𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑧 + 1)
= −𝑎23
(4.28)
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5 MECÂNICA DA FRATURA LINEAR ELÁSTICA ANISOTRÓPICA
Neste capítulo é apresentado uma breve introdução sobre conceitos importantes, os quais
devem ser levados em conta ao se modelar o mecanismo de fratura em materiais.
5.1 Breve histórico sobre mecânica da fratura
Ao longo da história a aplicação de materiais nos projetos de engenharia tem despendido
grande dificuldade para a humanidade. Na Idade da Pedra os problemas eram principalmente
concentrados em como dar forma ao material. Posteriormente, na Idade do Bronze e do Ferro a
preocupação passou a ser em não só dar a forma aos materiais mas em como produzi-los.
Com o aumento da habilidade em utilizar os metais, suas aplicações estruturais também
cresceram. No entanto, é notável que nem sempre o uso deste tipo de material apresenta resul-
tados satisfatórios. Principalmente em se tratando de falhas estruturais.
O vasto uso de metais nos últimos 200 anos tem mostrado inúmeros acidentes, dos quais
muitos são originados principalmente de falhas por fratura. Alguns desses acidentes foram cer-
tamente causados por projetos mal concebidos. Entretanto, tem-se descoberto que deficiências
contidas nos materiais, que podem ter sido geradas na sua produção, também são fatores im-
portantes para a análise das falhas. As trincas, e posteriormente as fraturas, são iniciadas pelos
pequenos defeitos no metal, como incrustações ou falha na cristalização do mesmo.
As falhas geralmente ocorrem em condições onde os níveis de tensão são bem inferiores
ao de trabalho (vários navios por exemplo, falharam subitamente quando ancorados em seus
portos), o que aparentemente é inexplicável. Entretanto, estudos têm mostrado que defeitos e
concentradores de tensão são o fator responsável por essas falhas inesperadas.
Na maioria dos casos as falhas foram caracterizadas como sendo falhas frágeis, acompa-
nhadas de pequenas deformações plásticas. Tais falhas foram identificadas como ocorrendo em
situações de baixa temperatura e sob condições triaxiais de tensão. Tais tensões podem ter sido
causadas por entalhes afiados (encrustações), ou por defeitos.
Depois da II Guerra Mundial o uso de materiais de alta resistência tem crescido conside-
ravelmente. Materiais de alta resistência têm baixa tenacidade a fratura, ou seja, a resistência
residual sob a presença de trinca é baixa. Mesmo com pequenas trincas existentes, projetos es-
truturais feitos com materiais de alta resistência podem falhar sob níveis de tensão abaixo do
nível máximo projetado.
Fraturas de baixo nível de tensão são induzidas por pequenas trincas, em muitos aspectos
bem similares a fraturas frágeis com pequenas deformações plásticas envolvidas, como citado
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acima. Do ponto de vista da engenharia, a fratura é frágil, mas microscopicamente observa-se
que a separação ocorreu por falha dúctil. A ocorrência de falhas por baixo nível de tensão em
materiais de alta resistência, leva ao desenvolvimento da mecânica da fratura.
O estudo da mecânica da fratura tem grande importância em tornar os projetos conven-
cionais mais seguros e abrangentes, por prever a existência de trincas. Ao passo que, projetos
convencionais levavam em consideração apenas critérios baseados por exemplo na resistência à
força de superfície e ao escoamento.
5.2 Modos de abertura de trinca
No estudo da mecânica da fratura, identificam-se três modos de propagação de abertura
de trincas, apresentado na Fig. 5.1. O primeiro modo sendo o mais importante, tende a abrir a
trinca com carregamento axial; o segundo modo tende a cisalhar a trinca com tensões que são
paralelas à trinca e em sentidos opostos; o terceiro modo é do rasgamento (ANDERSON, 2017).
(a) Modo I. (b) Modo II. (c) Modo III.
Figura 5.1: Modos de abertura da trinca.
Um problema de fratura é dito no plano quando os deslocamentos e forças de superfícies
forem funções apenas de 𝑥 e 𝑦, neste caso são os modos I e II. Problema anti-plano é específico
ao modo III, pois a força de superfície atuante é normal ao plano formado pelos eixos 𝑦 e 𝑧.
O problema é dito de modo misto quando mais de um modo estão presente no problema. Este
trabalho foca no modo III de fratura ilustrado pela Fig. 5.2.
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Figura 5.2: Esquematização do modo III aplicado no trabalho.
5.3 Campo de tensão elástica na ponta da trinca
5.3.1 Função tensão de Airy
Considere um sistema de coordenadas 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 em um sólido sob tensão. Em cada ponto
(𝑥, 𝑦, 𝑧) pode ser determinado a tensão 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧, 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑥𝑧, 𝜏𝑦𝑧. Na condição de estado plano de
tensão (EPT) 𝜎𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0. Na condição de estado plano de deformação (EPD) 𝜖𝑧 = 0,
e assim 𝜎𝑧 = 𝜈(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦).
Para problemas planos as equações de equilíbrio são
𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑦
= 0,
𝜕𝜎𝑦
𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥
= 0 (5.1)
Se o deslocamento na direção 𝑥 e 𝑦 forem 𝑢 e 𝑣 respectivamente, as expressões para a
deformação são
𝜀𝑥 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 =
𝜕𝑣
𝜕𝑦
, 𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
(5.2)
e a relação tensão-deformação
𝐸𝜀𝑥 = 𝜎𝑥 − 𝜈𝜎𝑦, 𝐸𝜀𝑦 = 𝜎𝑦 − 𝜈𝜎𝑥, 𝜇𝛾𝑥𝑦 = 𝜏𝑥𝑦 (5.3)
onde o módulo de cisalhamento 𝜇 é relacionado ao módulo de Young, 𝐸, por 𝜇 = 𝐸/2(1 + 𝜈)
em que 𝜈 é a razão de Poisson.
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As equações de equilíbrio Eq. 5.1 são satisfeitas ao se considerar
𝜎𝑥 =
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
, 𝜎𝑦 =
𝜕2𝜓
𝜕𝑥2
, 𝜏𝑥𝑦 = − 𝜕
2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
(5.4)
A função 𝜓 é chamada de Função Tensão de Airy. Substituindo as Eqs. 5.2 e 5.4 na 5.3, e
diferenciando duas vezes obtém-se a equação de compatibilidade.
𝜕4𝜓
𝜕𝑥4
+ 2
𝜕4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝜓
𝜕𝑦4
= 0 (5.5)
ou
∇2(∇2𝜓) = 0 (5.6)
Observe.
Substituindo as Eqs. 5.2 nas Eq. 5.3.
𝜕𝑢
𝜕𝑥
=
1
𝐸
(𝜎𝑥 − 𝜈𝜎𝑦) 𝜕𝑣
𝜕𝑦
=
1
𝐸
(𝜎𝑦 − 𝜈𝜎𝑥) 𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
=
1
𝜇
𝜏𝑥𝑦 (5.7)
Substituindo as Eqs. 5.4 nas Eq. 5.7.
𝜕𝑢
𝜕𝑥
=
1
𝐸
(︂
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
− 𝜈 𝜕
2𝜓
𝜕𝑥2
)︂
𝜕𝑣
𝜕𝑦
=
1
𝐸
(︂
𝜕2𝜓
𝜕𝑥2
− 𝜈 𝜕
2𝜓
𝜕𝑦2
)︂
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
= − 1
𝜇
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
(5.8)
Derivando duas vezes a Eqs. 5.8.
Primeira derivada.
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
1
𝐸
(︂
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
− 𝜈 𝜕
3𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦
)︂
𝜕2𝑣
𝜕𝑦𝜕𝑥
=
1
𝐸
(︂
𝜕3𝜓
𝜕𝑥3
− 𝜈 𝜕
3𝜓
𝜕𝑦2𝜕𝑥
)︂
𝜕2𝑢
𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
= − 1
𝜇
𝜕3𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦
Segunda derivada.
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𝜕3𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦2
=
1
𝐸
(︂
𝜕4𝜓
𝜕𝑦4
− 𝜈 𝜕
4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
)︂
𝜕3𝑣
𝜕𝑦𝜕𝑥2
=
1
𝐸
(︂
𝜕4𝜓
𝜕𝑥4
− 𝜈 𝜕
4𝜓
𝜕𝑦2𝜕𝑥2
)︂
𝜕3𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦2
+
𝜕3𝑣
𝜕𝑦𝜕𝑥2
= − 1
𝜇
𝜕4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
Manipulando.
1
𝐸
(︂
𝜕4𝜓
𝜕𝑦4
− 𝜈 𝜕
4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
)︂
+
1
𝐸
(︂
𝜕4𝜓
𝜕𝑥4
− 𝜈 𝜕
4𝜓
𝜕𝑦2𝜕𝑥2
)︂
= − 1
𝜇
𝜕4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
Como 𝜇 = 𝐸
2(1+𝜈)
.
𝜕4𝜓
𝜕𝑦4
− 2𝜈 𝜕
4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝜓
𝜕𝑥4
= −2(1 + 𝜈) 𝜕
4𝜓
𝜕𝑥2𝜕𝑦2
(5.9)
Então a Eq. 5.5 é obtida da Eq. 5.9 acima.
Alguns problemas de elasticidade linear podem ser resolvido com a função tensão 𝜓 que
satisfaça a Eq. 5.6. Adicionalmente, as tensões calculadas das Eqs. 5.4 devem satisfazer as
condições de contorno do problema.
5.3.2 A função Westergaard
Uma função complexa pode ser definida por
𝑍(𝑧) = ℜ𝑒𝑍 + 𝑖ℑ𝑚𝑍 com 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. (5.10)
Para 𝑍 ser uma função analítica, a derivada 𝑑𝑍/𝑑𝑧 deve ser definida sem ambiguidade. O
que leva às condições de Cauchy-Riemann.
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥
= 𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑦
= ℜ𝑒𝑑𝑍
𝑑𝑧
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑥
= −𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦
= ℑ𝑚𝑑𝑍
𝑑𝑧
(5.11)
Observe as seguintes considerações em relação a Eq. 5.10.
𝜕𝑍
𝜕𝑥
=
𝜕𝑍
𝜕𝑧
𝜕𝑧
𝜕𝑥
=
𝜕𝑍
𝜕𝑧
· 1 𝜕𝑍
𝜕𝑦
=
𝜕𝑍
𝜕𝑧
𝜕𝑧
𝜕𝑦
=
𝜕𝑍
𝜕𝑧
· 𝑖 (5.12)
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𝜕𝑍
𝜕𝑥
=
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕ℑ𝑚𝑧
𝜕𝑥
𝜕𝑍
𝜕𝑦
=
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦
+ 𝑖
𝜕ℑ𝑚𝑧
𝜕𝑦
(5.13)
Igualando as Eqs. 5.12 às Eqs. 5.13
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕ℑ𝑚𝑧
𝜕𝑥
=
𝜕𝑍
𝜕𝑧
· 1 𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦
+ 𝑖
𝜕ℑ𝑚𝑧
𝜕𝑦
=
𝜕𝑍
𝜕𝑧
· 𝑖 (5.14)
e dividindo a segunda equação das Eqs. 5.14 por 𝑖, chega-se à relação de Cauchy-Riemann
onde (note que 1
𝑖
= −𝑖),
𝜕𝑢
𝜕𝑥
=
𝜕𝑣
𝜕𝑦
𝜕𝑣
𝜕𝑥
= −𝜕𝑢
𝜕𝑦
onde 𝑢 = ℜ𝑒𝑍 e 𝑣 = ℑ𝑚𝑍 (5.15)
teremos as Eqs. 5.11 provadas.
Para a solução de problemas de trinca, muitas formas complexas da função de Airy podem
ser usadas.
A função Westergaard é uma função no campo complexo definida como
𝜓 = ℜ𝑒𝑍 + 𝑦ℑ𝑚𝑍 (5.16)
onde 𝑍, 𝑍 e 𝑍 ′ são dados por:
𝑑𝑍
𝑑𝑧
= 𝑍,
𝑑𝑍
𝑑𝑧
= 𝑍,
𝑑𝑍
𝑑𝑧
= 𝑍 ′ (5.17)
com as equações de Cauchy-Riemann (Eq. 5.11) segue que
∇2ℜ𝑒𝑍 = ∇2ℑ𝑚𝑍 = 0 (5.18)
observe que
∇2ℜ𝑒𝑍 = 𝜕
𝜕𝑥
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥
+
𝜕
𝜕𝑦
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦
como as relações de Cauchy-Riemann descrevem
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥
=
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑦
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑥
= −𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦
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então
∇2ℜ𝑒𝑍 = 𝜕
𝜕𝑥
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑦
− 𝜕
𝜕𝑦
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑥
=
𝜕2ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜕
2ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑦𝜕𝑥
= 0
indicando assim que a Eq. 5.16 satisfaz a equação de compatibilidade Eq. 5.6.
Demonstra-se agora este fato utilizando as definições de tensão a partir da função de Airy,
Eqs. 5.4, as tensões podem ser apresentadas como
𝜎𝑥 = ℜ𝑒𝑍 − 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′, 𝜎𝑦 = ℜ𝑒𝑍 + 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′, 𝜏𝑥𝑦 = −𝑦ℜ𝑒𝑍 ′. (5.19)
Observe ainda as seguintes considerações em relação a essas Eqs. 5.19:
𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥
=
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑦
= ℜ𝑒𝜕𝑍
𝜕𝑧
= ℜ𝑒𝑍
𝜕ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑥
= −𝜕ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦
= ℑ𝑚𝜕𝑍
𝜕𝑧
= ℑ𝑚𝑍 (5.20)
onde a primeira igualdade dessas equações vem da relação de Cauchy-Riemann (Eq. 5.15), e a
última igualdade dá-se pelas definições (Eq. 5.17) acima apresentadas.
Agora ao derivar duas vezes em 𝑦 a Eq. 5.16 obtém-se 𝜎𝑥 (segundo a Eq. 5.4), então
primeira derivada
𝜕𝜓
𝜕𝑦
=
𝜕(ℜ𝑒𝑍)
𝜕𝑦
+
𝜕(𝑦)
𝜕𝑦
ℑ𝑚𝑍 + 𝑦𝜕(ℑ𝑚𝑍)
𝜕𝑦
= −ℑ𝑚𝑍 + ℑ𝑚𝑍 + 𝑦ℜ𝑒𝑍 = 𝑦ℜ𝑒𝑍 (5.21)
segunda derivada
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
=
𝜕(𝑦)
𝜕𝑦
ℜ𝑒𝑍 + 𝑦𝜕(ℜ𝑒𝑍)
𝜕𝑦
= ℜ𝑒𝑍 − 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′ = 𝜎𝑥 (5.22)
Derivando duas vezes em 𝑥 a Eq. 5.16 obtém-se 𝜎𝑦 (segundo a Eq. 5.4), então
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primeira derivada:
𝜕𝜓
𝜕𝑥
=
𝜕(ℜ𝑒𝑍)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑦)
𝜕𝑥
ℑ𝑚𝑍 + 𝑦𝜕(ℑ𝑚𝑍)
𝜕𝑥
= ℜ𝑒𝑍 + 𝑦ℑ𝑚𝑍 (5.23)
segunda derivada
𝜕2𝜓
𝜕𝑥2
=
𝜕(ℜ𝑒𝑍)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑦)
𝜕𝑥
+ 𝑦
𝜕(ℑ𝑚𝑍)
𝜕𝑥
= ℜ𝑒𝑍 + 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′ = 𝜎𝑦 (5.24)
Derivando uma vez em 𝑥 e outra em 𝑦 a Eq. 5.16 obtém-se 𝜏𝑥𝑦 (segundo a EQ. 5.4), então
𝜕𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕(ℜ𝑒𝑍)
𝜕𝑦
+
𝜕(𝑦)
𝜕𝑦
ℑ𝑚𝑍 + 𝑦𝜕(ℑ𝑚𝑍)
𝜕𝑦
= −ℑ𝑚𝑍 + ℑ𝑚𝑍 + 𝑦ℜ𝑒𝑍 ′ = 𝑦ℜ𝑒𝑍 ′ = −𝜏𝑥𝑦 (5.25)
provando assim as expressões Eq. 5.19 para as tensões. Note que as simplificações nas parcelas
das derivadas apresentadas nas Eqs. 5.21, 5.22, 5.23, 5.24 e 5.25, são segundo às equações em
5.20.
A função Westergaard automaticamente satisfaz a equação de compatibilidade Eq. 5.6,
i.e.
𝜕2𝜓
𝜕𝑥2
=
𝜕2𝜓
𝜕ℜ𝑒𝑍2
𝜕2ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓
𝜕ℑ𝑚𝑍2
𝜕2ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑥2
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
=
𝜕2𝜓
𝜕ℜ𝑒𝑍2
𝜕2ℜ𝑒𝑍
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜓
𝜕ℑ𝑚𝑍2
𝜕2ℑ𝑚𝑍
𝜕𝑦2
E assim tem-se que
∇2𝜓 = 𝜕
2𝜓
𝜕ℜ𝑒𝑍2∇
2ℜ𝑒𝑍 + 𝜕
2𝜓
𝜕ℑ𝑚𝑍2∇
2ℑ𝑚𝑍 = 0
pois,
∇2ℜ𝑒𝑍 = ∇2ℑ𝑚𝑍 = 0,
satisfazendo a Eq. 5.6.
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5.4 Solução de problemas de trinca
Considere uma placa plana sob um estado biaxial de tensão, Fig. 5.3. O problema apre-
sentado é de Modo I, e a função tensão associada é
2a
y
x
σ
σ
Figura 5.3: Tensão em Modo I sob campo biaxial
𝑍 =
𝜎𝑧√
𝑧2 − 𝑎2 , 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 (5.26)
se (−𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎; 𝑦 = 0), onde 𝑎 é a metade do comprimento total da trinca, tem-se que
𝑧 = 𝑥 e 𝑥 ≤ |𝑎|
ou seja
𝑥2 ≤ 𝑎2 𝑥2 − 𝑎2 ≤ 0
e assim o denominador terá raiz complexa com parte real nula.
𝐷𝑒𝑛(𝑧) =
√
𝑥2 − 𝑎2 = 𝑖
√
𝑥2 − 𝑎2
Portanto ao se relacionar o denominador e lembrando que (1
𝑖
= −𝑖) a Eq. 5.26 fica ex-
pressa na forma
𝑍 =
−𝑖√𝑥2 − 𝑎2 · 𝜎𝑥
𝑥2 − 𝑎2 (5.27)
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que se aplica nas funções 𝜎𝑥, 𝜎𝑦 e 𝜏𝑥𝑦 satisfazendo as condições de contorno, ou seja, satisfaz a
Eq. 5.19.
Portanto, substituindo a Eq. 5.27 nas Eq. 5.19 seque que
𝜎𝑦 = ℜ𝑒𝑍 + 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′ = 0 (5.28a)
𝜏𝑥𝑦 = −𝑦ℜ𝑒𝑍 ′ = 0 (5.28b)
para 𝑦 = 0 e −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎.
Satisfazendo as condições no contorno da trinca, onde a tensão normal 𝜎𝑦 e a tensão
cisalhante 𝜏𝑥𝑦 são nulas por se tratar exatamente de superfície livre (𝑦 = 0). E ainda para
o problema, quando |𝑧| → ∞ as condições no contorno da placa devem ser satisfeitas, i.e.
(𝜎𝑥||𝑧|→∞ = 𝜎𝑦 = 0)
lim
|𝑧|→+∞
𝑍 = lim
|𝑧|→+∞
𝜎𝑧√
𝑧2 − 𝑎2 =
𝜎𝑧
𝑧
= 𝜎 (5.29)
e
lim
|𝑧|→+∞
𝑦𝑍 ′ = 0 (5.30)
pois
lim
|𝑧|→+∞
𝑦𝑍 ′ =
𝜎𝑦√
𝑧2 − 𝑎2 −
𝜎𝑧2𝑦
(𝑧2 − 𝑎2)3/2 ≈
≈ 𝜎𝑦
𝑧
− 𝜎𝑧
2𝑦
𝑧3
= 0
assim
lim
|𝑧|→∞
𝜎𝑥 = 𝜎
lim
|𝑧|→∞
𝜎𝑦 = 𝜎
lim
|𝑧|→∞
𝜏𝑥𝑦 = 0
Agora, ao se transladar a origem do sistema de coordenadas da Fig. 5.3 para a ponta da
trinca, ou seja, 𝑧 := 𝑧 + 𝑎 a Eq. 5.26 é então reescrita
𝑍 =
𝜎(𝑧 + 𝑎)√︀
(𝑧 + 𝑎)2 − 𝑎2 =
𝜎(𝑧 + 𝑎)√
𝑧2 + 2𝑧𝑎
=
𝜎(𝑧 + 𝑎)√︀
𝑧(𝑧 + 2𝑎)
=
𝜎(𝑧 + 𝑎)√
𝑧
√
𝑧 + 2𝑎
=
𝜎(𝑧 + 𝑎)
√
𝑧 + 2𝑎√
𝑧 · 𝑧 + 2𝑎
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então
𝑍 =
𝑓(𝑧)√
𝑧
, 𝑓(𝑧) =
𝜎(𝑧 + 𝑎)(𝑧 + 2𝑎)1/2
𝑧 + 2𝑎
(5.31)
E assim na ponta da trinca, ou seja, em 𝑧 = 0 tem-se que essa 𝑓(𝑧) torna-se uma constante
real, i.e.
𝑧 = 0, 𝑓(𝑧) =
𝜎𝑎 · √2𝑎
2𝑎
=
1
2
· 𝜎
√
2𝑎
Portanto a função 𝑍 definida em Eq. 5.31, calculada no limite de 𝑧 → 0, define-se o fator
de intensidade de tensão 𝐾𝐼 , i.e.
𝑍|𝑧|→0 =
𝐾𝐼√
2𝜋𝑧
(5.32)
Então, ao se compararem as Eq. 5.32 e Eq. 5.31 é mostrado que o fator𝐾𝐼 é uma constante
𝑍 =
𝑓(𝑧)√
𝑧
=
𝜎
√
2𝑎
2
√
𝑧
=
𝐾𝐼√
2𝜋
√
𝑧
𝐾𝐼 =
𝜎
√
2𝑎
√
2𝜋
2
=
√
2
2
√
2𝜋𝜎
√
𝑎 =
√
2𝜋√
2
𝜎
√
𝑎
ou seja,
𝐾𝐼 = 𝜎
√
𝜋𝑎 (5.33)
A Eq. 5.32 pode ser expressa em coordenadas polares 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃. Tem-se assim as tensões
como funções de 𝑟 e 𝜃, o que é mais prático (ver Fig. 5.4).
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Figura 5.4: Forma geral do problema de trinca
𝑍 =
𝐾𝐼√
2𝜋𝑧
→ 𝑍 = 𝐾𝐼√
2𝜋𝑟𝑒𝑖𝜃
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
· 𝑒− 12 𝑖𝜃
𝑍 ′ = − 𝐾𝐼
2
√
2𝜋𝑧3
→ 𝑍 ′ = − 𝐾𝐼
2
√︀
2𝜋(𝑟𝑒𝑖𝜃)3
= − 𝐾𝐼
2
√
2𝜋𝑟3
· (𝑒𝑖𝜃)−3/2
Da relação de Euler (Boas, 1983), onde
𝑒−
1
2
𝑖𝜃 = cos
(︂
𝜃
−2
)︂
+ 𝑖 sin
(︂
𝜃
−2
)︂
= cos
𝜃
2
− 𝑖 sin 𝜃
2
(5.34)
Portanto.
𝑍 =
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
·
(︂
cos
𝜃
2
− 𝑖 sin 𝜃
2
)︂
𝑍 ′ = − 𝐾𝐼
2
√
2𝜋𝑟3
·
(︂
cos
3𝜃
2
− 𝑖 sin 3𝜃
2
)︂
(5.35)
Substituindo as eqs. 5.35 nas Eqs. 5.19, onde 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 vem
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𝜎𝑥 = ℜ𝑒𝑍 − 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′ = 𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
− 𝑟 sin 𝜃 · 𝐾𝐼
2
√
2𝜋𝑟3
sin
3𝜃
2
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
(︂
cos
𝜃
2
− 𝑟 sin 𝜃
2
√
𝑟2
sin
3𝜃
2
)︂
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
(︂
cos
𝜃
2
− 1
2
sin 𝜃 sin
3𝜃
2
)︂
do seno duplo vem:
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
(︂
cos
𝜃
2
− cos 𝜃
2
sin
𝜃
2
sin
3𝜃
2
)︂
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
·
(︂
1− sin 𝜃
2
sin
3𝜃
2
)︂
analogamente:
𝜎𝑦 = ℜ𝑒𝑍 + 𝑦ℑ𝑚𝑍 ′ = 𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
·
(︂
1 + sin
𝜃
2
sin
3𝜃
2
)︂
e para tensão cisalhante:
𝜏𝑥𝑦 = −𝑦ℜ𝑒𝑍 ′ = −𝑟 sin 𝜃
(︂
− 𝐾𝐼
2
√
2𝜋𝑟3
cos
3𝜃
2
)︂
=
𝑟𝐾𝐼
2
√
2𝜋𝑟
√
𝑟2
cos
3𝜃
2
sin 𝜃
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
1
2
sin 𝜃 cos
3𝜃
2
do seno duplo vem:
=
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
sin
𝜃
2
cos
3𝜃
2
E assim finalmente as tensões são apresentadas como funções reais de 𝑟 e 𝜃.
𝜎𝑥 =
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
·
(︂
1− sin 𝜃
2
sin
3𝜃
2
)︂
(5.36)
𝜎𝑦 =
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
·
(︂
1 + sin
𝜃
2
sin
3𝜃
2
)︂
(5.37)
𝜏𝑥𝑦 =
𝐾𝐼√
2𝜋𝑟
cos
𝜃
2
sin
𝜃
2
cos
3𝜃
2
(5.38)
De maneira análoga é feito para o modo III de abertura.
5.5 Problema anti-plano em materiais monoclínico
O campo de tensão atuante em um elemento infinitesimal perto da ponta da trinca é ilus-
trado pela Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Campo de tensão na ponta da trinca.
Partindo da equação de equilíbrio dado pela Eq. 3.29, cuja a solução pode ser expressa
em termos da função de tensão, 𝜑3(𝑧3). A variável complexa é 𝑧3 = 𝑥 + 𝑠3 𝑦, onde
𝑠3 = 𝜛3 + 𝑖𝜚3, (5.39a)
𝑠3 = 𝜛3 − 𝑖𝜚3, (5.39b)
são a raízes de
𝑐44𝑠
2
3 + 2𝑐45𝑠3 + 𝑐55 = 0. (5.40)
Os parâmetros 𝜛3 e 𝜚3 são as partes real e imaginária de 𝜇3.
5.5.1 Campo de tensão e deslocamento para o modo anti-plano
O conhecimento do campo de tensão ao redor da ponta da trinca é essencial para analisar
a resistência da fratura de corpos fraturados. O campo de tensão próximo da ponta da trinca
em um corpo anisotrópico pode ser dividido em modos locais de deformação, mas o grau de
simplificação alcançado é menor do que para corpos isotrópicos, segundo (SIH et al., 1965).
Isso ocorre porque o deslocamento da superfície da trinca em meio anisotrópico depende da
direção das propriedades do material. No entanto, o estado geral de tensão e deformação ainda
podem ser considerados a soma dos três principais problemas de contorno.
De acordo com (SIH et al., 1965), o campo de tensão na ponta da trinca para o modo III
é obtido da seguinte forma.
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O problema de tensão de cisalhamento no anti-plano envolve apenas uma incógnita, 𝑢𝑧.
A equação governante,
𝑐55
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2
+ 2𝑐45
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐44
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2
= 0, (5.41)
pode ser resolvida em um plano complexo 𝑧3 = 𝑥 + 𝑠3𝑦 (SIH e CHEN, 1981) tal que
𝑢𝑧(𝑥,𝑦) = 2ℜ𝑒 [𝑈3(𝑧3)] . (5.42)
É apropriado definir
𝜑3 (𝑧3) = 𝑖
√︁
𝑐44𝑐55 − 𝑐245
𝜕𝑈3
𝜕𝑧3
(5.43)
assim a tensão de cisalhamento pode ser escrita como as Eqs. 5.44a e 5.44b.
𝜏𝑥𝑦 = −2ℜ𝑒 [𝑠3𝜑3 (𝑧3)] (5.44a)
𝜏𝑦𝑧 = 2ℜ𝑒 [𝜑3 (𝑧3)] (5.44b)
As superfícies superior e inferior da trinca deslocarão em sentidos opostos ao longo do
eixo 𝑧 como ilustrado na Fig. 5.2. A força de superfície de cisalhamento no anti-plano são
denotadas por 𝜏+𝑦𝑧 e 𝜏
−
𝑦𝑧 e elas são relacionadas com 𝜑3(𝑧3) como 𝑧3 → 𝑡 para |𝑡| < 𝑎
𝜏+𝑦𝑧 = 𝜑
+
3 (𝑡) + 𝜑
−
3 (𝑡) (5.45a)
𝜏−𝑦𝑧 = 𝜑
−
3 (𝑡) + 𝜑
+
3 (𝑡) (5.45b)
(5.45c)
que pode ser rearranjado da seguinte forma
[︀
𝜑3 (𝑡) + 𝜑3 (𝑡)
]︀+
+
[︀
𝜑3 (𝑡) + 𝜑3 (𝑡)
]︀−
= 2𝑓3 (𝑡) (5.46a)[︀
𝜑3 (𝑡)− 𝜑3 (𝑡)
]︀+ − [︀𝜑3 (𝑡)− 𝜑3 (𝑡)]︀− = 2𝑔3 (𝑡) (5.46b)
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enquanto as condições de contorno são
𝑓3 (𝑡) =
1
2
(︀
𝜏+𝑦𝑧 + 𝜏
−
𝑦𝑧
)︀
= −𝜏1 (5.47a)
𝑔3 (𝑡) =
1
2
(︀
𝜏+𝑦𝑧 − 𝜏−𝑦𝑧
)︀
= 0 (5.47b)
aplicando o caso especial de 𝜏+𝑦𝑧 = 𝜏
−
𝑦𝑧 = −𝜏1. A solução para Eq. 5.46 é
𝜑3 (𝑧3) =
𝜏1
2
√︀
𝑧23 − 𝑎2
[︂
𝑧3 −
√︁
𝑧23 − 𝑎2
]︂
. (5.48)
Expandindo 𝜑3(𝑧3) para pequenos valores de 𝑟 medidos da ponta da trinca. O termo sin-
gular
𝜑3 (𝑧3) =
𝜏1
√
𝑎
2
√
2𝑟
√
cos 𝜃 + 𝑠3 sin 𝜃
+ 𝑂
(︀
𝑟0
)︀
. (5.49)
pode ser usado para derivar o campo de tensão cisalhante na ponta da trinca dado pela Eq.5.50.
𝜏𝑥𝑧 =− 𝐾𝐼𝐼𝐼√
2𝑟
ℜ𝑒
[︂
𝑠3√
cos 𝜃 + 𝑠3 sin 𝜃
]︂
+ 𝑂
(︀
𝑟0
)︀
(5.50a)
𝜏𝑦𝑧 =
𝐾𝐼𝐼𝐼√
2𝑟
ℜ𝑒
[︂
1√
cos 𝜃 + 𝑠3 sin 𝜃
]︂
+ 𝑂
(︀
𝑟0
)︀
(5.50b)
E o deslocamento 𝑢𝑧 é dado pela Eq. 5.51.
𝑢𝑧 = 𝐾𝐼𝐼𝐼
√
2𝑟ℜ𝑒
[︂√
cos 𝜃 + 𝑠3 sin 𝜃
𝑐45 + 𝑠3𝑐44
]︂
(5.51)
Os termos 𝑟 e 𝜑 são as coordenadas do ponto perto da ponta da trinca e 𝑅𝑒 é a parte real.
A Fig. 5.6 ilustra os campos de tensão existente em função da distância 𝑟 da ponta da
trinca para um valor de 𝜃 = 0.
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(a) Tensão da direção 𝑧 no plano 𝑥
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(b) Tensão da direção 𝑧 no plano 𝑦
Figura 5.6: Campo de tensão analítico.
O problema de trinca em modo III é, no geral, mais simples do que os outros, pois ne-
cessita do conhecimento de apenas uma única função que satisfaz as condições de contorno
apropriada.
5.5.2 Taxa de liberação de energia e fator de intensidade de tensão
De acordo com o trabalho produzido por (SIH et al., 1965), o fator de intensidade de
tensão para o modo III em meio anisotrópico é calculado através da Eq. 5.52.
𝐾𝐼𝐼𝐼 = 2
√
2 lim
𝑧3→𝑎
𝜑3(𝑧3)
√
𝑧3 − 𝑎 (5.52)
A taxa de liberação de energia 𝐺𝐼𝐼𝐼 do modo III é relacionada ao 𝐾𝐼𝐼𝐼 obedecendo a
Eq. 5.53.
𝐺𝐼𝐼𝐼 =
𝜋𝐾2𝐼𝐼𝐼
2
ℑ𝑚 [𝑐45 + 𝜇3𝑐44]
𝑐44𝑐45
(5.53)
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6 MEC APLICADO À MECÂNICA DA FRATURA EM MATERIAL ANI-
SOTRÓPICO E NÃO-HOMOGÊNEO
Neste capítulo são apresentadas as formulações de deslocamento e de força de superfície
aplicadas a trinca submetida ao modo III, juntamente com suas respectivas soluções fundamen-
tais. Também é descrito algumas características dos elementos de contorno utilizados.
x1
x3
x2
Figura 6.1: Esquematização do problema tratado.
6.1 Formulação de deslocamento
A seguir, são apresentadas as equações e as técnicas de elemento de contorno utilizado na
formulação de deslocamento.
6.1.1 Equação integral de deslocamento
A equação de equilíbrio elasto-estática para o caso anti-plano é dada pela Eq 6.1.
𝜎𝛼1,𝛼 + 𝑏1 = 0. (6.1)
Aplicado o método do resíduos ponderados em Eq. 6.1, temos
∫︁
Ω
{𝜎𝛼1,𝛼 + 𝑏1}𝑢*1𝑑Ω = 0. (6.2)
Usando o teorema de Green em 𝜎1𝛼,𝛼, podemos escrever a Eq. 6.2 da seguinte forma
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∮︁
Γ
𝜎𝛼1𝑛𝛼𝑢
*
1𝑑Γ−
∫︁
Ω
𝜎𝛼1𝑢
*
1,𝛼𝑑Ω +
∫︁
Ω
𝑏1𝑢
*
1𝑑Ω = 0. (6.3)
Como a força de superfície pode ser definida como 𝑝1 = 𝜎𝛼1𝑛𝛼, podemos substituir na
Eq. 6.3.
∮︁
Γ
𝑝1𝑢
*
1𝑑Γ−
∫︁
Ω
𝜎𝛼1𝑢
*
1,𝛼𝑑Ω +
∫︁
Ω
𝑏1𝑢
*
1𝑑Ω = 0. (6.4)
Novamente, usando o teorema de Green em 𝑢1,𝛼 e aplicando a definição de força de
superfície, a Eq. 6.4 é reescrita da seguinte forma
∮︁
Γ
𝑝1𝑢
*
1𝑑Γ−
∫︁
Γ
𝑝*1𝑢
*
1,𝛼𝑑Γ +
∫︁
Ω
𝜎*𝛼1,𝛼𝑢1𝑑Ω +
∫︁
Ω
𝑏1𝑢
*
1𝑑Ω = 0. (6.5)
Usando a função delta de Dirac, tem-se a equação de equilíbrio fundamental
𝜎*𝛼1,𝛼 = −𝛿(x− x𝑖). (6.6)
Onde 𝛿(x− x𝑖) é a função de Dirac, x = (𝑥2,𝑥3) é o vetor do ponto campo e x𝑖 = (𝑥𝑖2,𝑥𝑖3)
é o vetor do ponto fonte.
Desta forma, utilizando a função delta de Dirac juntamente com a transformação de tensão
de Cauchy sob nova forma
𝜎*𝛼1𝑛𝛼 = 𝑝
*
1, (6.7)
podemos reescrever a Eq. 6.5 em função dos pontos fonte e campo. O que resulta em
𝐶𝑖𝑢1(x𝑖) +
∮︁
Γ
𝑝*1(x,x
𝑖)𝑢1(x)𝑑Γ =
∮︁
Γ
𝑢*1(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ +
∫︁
Ω
𝑢*1(x,x
𝑖)𝑏1(x)𝑑Ω. (6.8)
A Eq. 6.8 é conhecida como equação integral de contorno (BIE) de deslocamento. A
constante 𝐶𝑖 é chamado de termo livre e seu valor depende da localização do ponto fonte. Caso
o ponto fonte esteja em um contorno suave, 𝐶𝑖=1/2. Se o ponto de aplicação estiver dentro do
domínio, então 𝐶𝑖=1. Para um ponto fora do domínio, temos 𝐶𝑖 = 0. Caso o ponto fonte estiver
localizado em um canto com ângulo de 𝜋/2, então 𝐶𝑖=1/4. Para qualquer outra localização, 𝐶𝑖
é dado pela Eq. 6.9
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𝐶𝑖 =
𝜃𝑐
2𝜋
, (6.9)
onde 𝜃𝑐 é o ângulo no qual se encontra o ponto fonte.
6.1.2 Solução fundamental para equação integral de deslocamento
As soluções fundamentais de deslocamento 𝑢*1 e força de superfície 𝑝
*
1 para meio aniso-
trópico e não-homogêneo, são representadas pelas Eq. 6.10 e Eq. 6.11, respectivamente.
𝑢*1(x,x
𝑖) =
ℎ−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−1/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
𝐾0(𝑟𝑐) (6.10)
𝑝*1(x,x
𝑖) = 𝑐066ℎ(𝑥2,𝑥3)
𝜕𝑢*1(x,x𝑖)
𝜕𝑥2
𝑛𝑥2 + 𝑐
0
44ℎ(𝑥2,𝑥3)
𝜕𝑢*1(x,x𝑖)
𝜕𝑥3
𝑛𝑥3 (6.11)
Os termos
𝜕𝑢*1
𝜕𝑥2
e
𝜕𝑢*1
𝜕𝑥3
da Eq. 6.11 pode ser trabalhada resultando nas Eq. 6.12 e Eq. 6.13,
respectivamente.
𝜕𝑢*1(x,x𝑖)
𝜕𝑥2
= −ℎ
−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−1/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
𝑐(𝑥2 − 𝑥𝑖2)
𝛿𝑎
𝐾1(𝑟𝑐)+
−1
2
ℎ−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−3/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
𝜕ℎ(𝑥2,𝑥3)
𝑥2
𝐾0(𝑟𝑐)
(6.12)
𝜕𝑢*1(x,x𝑖)
𝜕𝑥3
= −ℎ
−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−1/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
𝑐(𝑥3 − 𝑥𝑖3)
𝛿𝑎
𝐾1(𝑟𝑐)+
−1
2
ℎ−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−3/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
𝜕ℎ(𝑥2,𝑥3)
𝑥3
𝐾0(𝑟𝑐)
(6.13)
Depois de algumas manipulações, obtemos a solução fundamental 𝑝*1 sob nova forma,
como descrito pelo Eq. 6.14.
𝑝*1(x,x
𝑖) = ℎ(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)
⎡⎢⎣ℎ1/2(𝑥2,𝑥3)𝑃 *1 (𝑥𝑖2,𝑥𝑖3,𝑥2,𝑥3)⏟  ⏞  
I
−ℎ𝑙(𝑥2,𝑥3)𝑈*1 (𝑥𝑖2,𝑥𝑖3,𝑥2,𝑥3)⏟  ⏞  
II
⎤⎥⎦ (6.14)
Onde,
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𝛼 =
𝑥2 − 𝑥𝑖2
𝑟
𝑛𝑥2 +
𝑥3 − 𝑥𝑖3
𝑟
𝑛𝑥3 , (6.15)
ℎ𝑙(𝑥2,𝑥3) = 𝑐
0
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𝜕(ℎ1/2(𝑥2,𝑥3))
𝜕𝑥2
𝑛𝑥2 + 𝑐
0
44
𝜕(ℎ1/2(𝑥2,𝑥3))
𝜕𝑥3
𝑛𝑥3 . (6.16)
A variável 𝑎 representa o raio entre o ponto fonte e o ponto campo dado pela Eq. 6.17.
𝑟 =
√︂
(𝑥2 − 𝑥𝑖2)2
𝛿
+ (𝑥3 − 𝑥𝑖3) (6.17)
E o termo 𝛿 é o fator de anisotropia dado por
𝛿 =
𝑐066
𝑐044
. (6.18)
Os termos I e II são soluções fundamentais para problemas anti-plano obtidas por (DA-
ROS, 2008). Elas são dadas pelas Eqs. 6.20 e 6.19.
𝑈*1 (𝑥
𝑖
2,𝑥
𝑖
3,𝑥2,𝑥3) =
𝐾0(𝑟𝑐)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
. (6.19)
𝑃 *1 (𝑥
𝑖
2,𝑥
𝑖
3,𝑥2,𝑥3) = −
𝑐𝛼
2𝜋
√
𝛿
𝐾1(𝑟𝑐), (6.20)
Os termos 𝐾0 e 𝐾1 representam a função modificada de Bessel de segunda ordem, e o
termo 𝑐 é dado por
𝑐 =
√︁
𝛿𝑎22 + 𝑎
2
3. (6.21)
6.1.3 Fator de Intensidade de Tensão para formulação de deslocamento
O cálculo do fator de intensidade de tensão para a formulação de deslocamento foi obtido
a partir da força de superfície encontrada na ponta da trinca do elemento quarter point.
Em um elemento quarter point, qualquer variável de deslocamento, força de superfície
ou coordenada pode ser expressa como:
𝑓 = 𝜑1𝑓
1 + 𝜑2𝑓
2 + 𝜑3𝑓
3. (6.22)
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Onde 𝜑 são as funções de forma quadráticas e 𝑓 pode representar coordenadas geométri-
cas ou variáveis de força de superfície.
Uma simples relação pode ser encontrada para coordenadas 𝜉 e a variável 𝑟 ao longo do
elemento, dada pela Eq. 6.23.
𝑓 = 𝑎1 + 𝑎2
√︂
𝑟
𝑙
+ 𝑎3
𝑟
𝑙
(6.23)
Onde,
𝑎1 = 𝑓 1
𝑎2 = −𝑓 3 + 4𝑓 2 − 3𝑓 1
𝑎3 = 2𝑓 3 − 4𝑓 2 + 2𝑓 1
(6.24)
A Eq. 6.23 assegura que na posição do ponto central, o comportamento
√
𝑟 do desloca-
mento perto da ponta da trinca é reproduzido pela MEC.
Para incluir a singularidade na representação da força de superfície, é necessário usar
funções de forma modificadas. A representação pode ser escrita conforme a equação abaixo:
𝑝 = 𝜑1𝑝
1
√︂
𝑙
𝑟
+ 𝜑2𝑝
2
√︂
𝑙
𝑟
+ 𝜑3𝑝
3
√︂
𝑙
𝑟
(6.25)
ou
𝑝 = 𝜑1𝑝
1 + 𝜑2𝑝
2 + 𝜑3𝑝
3 (6.26)
Onde 𝜑1, 𝜑2 e 𝜑3 são as funções de forma modificadas que incluem a singularidade 1/
√
𝑟.
A variável 𝑝𝑗 representa o valor de 𝑝 no nó 𝑗 dividido pelo valor de 𝜑 no nó. Isto é,
𝑝3 = 𝑝3
𝑝2 =
𝑝2
2
𝑝1 = lim
𝑟→0
𝑝1
√︂
𝑟
𝑙
(6.27)
A Eq. 6.25 pode ser reescrita da seguinte forma:
𝑝 = 𝑎1
√︂
𝑙
𝑟
+ 𝑎2 + 𝑎3
√︂
𝑟
𝑙
(6.28)
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onde 𝑎1 = 𝑝1, 𝑎2 = −𝑝3 + 4𝑝2 − 3𝑝1 e 𝑎3 = 2𝑝3 − 4𝑝2 + 2𝑝1.
Assim, usando as funções de forma dada pela Eq. 6.26, tanto o deslocamento quanto a
força de superfície serão corretamente representados.
Como o SIF é definido pelo seguinte limite:
𝐾𝐼𝐼𝐼 = lim
𝑥2→0
{︀
𝜎31
√
2𝜋𝑥2.
}︀
(6.29)
Se a discretização do contorno for feita de maneira que o primeiro elemento da interface
da ponta da trinca estiver 𝜃 = 0 e for um elemento quarter point, então o valor nodal para força
de superfície na ponta da trinca do elemento 𝑘 é:
𝑝𝑘1 = lim
𝑟→0
{︃
𝑝𝑘1
√︂
𝑟
𝑙
}︃
(6.30)
Portanto, o SIF coincide com o valor nodal da força de superfície e poder ser calculado
diretamente através da Eq. 6.31.
𝐾𝐼𝐼𝐼 = 𝑝1
√
2𝜋𝑙 (6.31)
Onde 𝑝1 é a força de superfície na direção 𝑥1 do nó na ponta da trinca, 𝑙 é o comprimento
do elemento quarter point correspondente e 𝐾𝐼𝐼𝐼 é o fator de intensidade de tensão.
A Eq. 6.31 para o modo III é uma adaptação da equação desenvolvida por (BREBBIA e
DOMINGUEZ, 1994) para os modos I e II. Isso foi possível porque a linha central representado
pelo eixo 𝑥2 possui deslocamento nulo, gerando simetria entorno do eixo. Assim, é possível
discretizar apenas metade da geometria, permitindo que a trinca seja posicionada no contorno
com 𝜃 = 0.
O elemento quarter point possui o nó central deslocado a um quarto da extremidade
do elemento. Sua escolha em detrimento a um elemento quadrático comum para modelar a
trinca, é que o elemento quarter point apresenta resultados mais satisfatório devido à inclusão
da singularidade nas funções de forma do elemento. Mais sobre sua característica pode ser vista
na seção 6.5.
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6.2 Implementação computacional do método de elementos de contorno
Para este trabalho são utilizados elementos quadráticos para discretizar o problema. As-
sim, as variáveis 𝑢 e 𝑞 podem ser escritas em termos de funções interpolação na coordenada
homogênea 𝜉, desta forma:
𝑢(𝜉) = 𝜑1𝑢
1 + 𝜑2𝑢
2 + 𝜑3𝑢
3 = [𝜑1𝜑2𝜑3]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1
𝑢2
𝑢3
⎫⎪⎬⎪⎭
𝑞(𝜉) = 𝜑1𝑞
1 + 𝜑2𝑞
2 + 𝜑3𝑞
3 = [𝜑1𝜑2𝜑3]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞1
𝑞2
𝑞3
⎫⎪⎬⎪⎭
(6.32)
onde as funções interpolações são definidas pela Eq. 6.53.
A equação governante pode então ser escrita
𝐶𝑖𝑢𝑖 +
∫︁
Γ
𝑢𝑞* 𝑑Γ =
∫︁
Γ
𝑞𝑢* 𝑑Γ, (6.33)
e discretizando em 𝑁 elementos
𝐶𝑖𝑢𝑖 +
𝑁∑︁
𝑗=1
∫︁
Γ𝑗
𝑢𝑞* 𝑑Γ =
𝑁∑︁
𝑗=1
∫︁
Γ𝑗
𝑞𝑢* 𝑑Γ, (6.34)
podemos agora substituir 𝑢(𝜉) na integral do lado esquerdo da Eq. 6.34, assim
∫︁
Γ𝑗
𝑢𝑞* 𝑑Γ =
∫︁
Γ𝑗
[𝜑1𝜑2𝜑3]𝑞
* 𝑑Γ
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1
𝑢2
𝑢3
⎫⎪⎬⎪⎭ (6.35)
= [ℎ𝑖𝑗1 ℎ
𝑖𝑗
2 ℎ
𝑖𝑗
3 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1
𝑢2
𝑢3
⎫⎪⎬⎪⎭ (6.36)
onde
ℎ𝑖𝑗1 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑1𝑞
* 𝑑Γ; ℎ𝑖𝑗2 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑2𝑞
* 𝑑Γ; ℎ𝑖𝑗3 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑3𝑞
* 𝑑Γ (6.37)
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o mesmo ocorre com a outra integral da Eq. 6.34 assim
∫︁
Γ𝑗
𝑞𝑢* 𝑑Γ =
∫︁
Γ𝑗
[𝜑1𝜑2𝜑3] 𝑑Γ
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞1
𝑞2
𝑞3
⎫⎪⎬⎪⎭
= [𝑔𝑖𝑗1 𝑔
𝑖𝑗
2 𝑔
𝑖𝑗
3 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞1
𝑞2
𝑞3
⎫⎪⎬⎪⎭ (6.38)
onde
𝑔𝑖𝑗1 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑1𝑢
* 𝑑Γ; 𝑔𝑖𝑗2 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑2𝑢
* 𝑑Γ; 𝑔𝑖𝑗3 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑3𝑢
* 𝑑Γ (6.39)
Para se calcular os valores das integrais 6.37 e 6.39 é necessário o uso de um Jacobiano
|𝐽 |. O Jacobiano é dado pela Eq. 6.54, então tem-se
ℎ𝑖𝑗𝑘 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑𝑘𝑞
* 𝑑Γ =
∫︁ 𝑁𝑜 2
𝑁𝑜 1
𝜑𝑘(𝜉)𝑞
*|𝐽 | 𝑑𝜉 (6.40)
e
𝑔𝑖𝑗𝑘 =
∫︁
Γ𝑗
𝜑𝑘𝑢
* 𝑑Γ =
∫︁ 𝑁𝑜 2
𝑁𝑜 1
𝜑𝑘(𝜉)𝑢
*|𝐽 | 𝑑𝜉 (6.41)
Desta forma substituindo as Eq. 6.35 e Eq. 6.38 na Eq. 6.34 para o ponto 𝑖 e todos os
elementos 𝑗, vem
𝐶𝑖𝑢𝑖 + [ℎ𝑖11 ℎ
𝑖1
2 ℎ
𝑖1
3 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1
𝑢2
𝑢3
⎫⎪⎬⎪⎭+ [ℎ𝑖21 ℎ𝑖22 ℎ𝑖23 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢3
𝑢4
𝑢5
⎫⎪⎬⎪⎭+ · · ·+
+[ℎ𝑖𝑁1 ℎ
𝑖𝑁
2 ℎ
𝑖𝑁
3 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑁−2
𝑢𝑁−1
𝑢𝑁
⎫⎪⎬⎪⎭ = [𝑔𝑖11 𝑔𝑖12 𝑔𝑖13 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞1
𝑞2
𝑞3
⎫⎪⎬⎪⎭+
+[𝑔𝑖21 𝑔
𝑖2
2 𝑔
𝑖2
3 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞4
𝑞5
𝑞6
⎫⎪⎬⎪⎭+ · · ·+ [𝑔𝑖𝑁1 𝑔𝑖𝑁2 𝑔𝑖𝑁3 ]
⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞𝑁−2
𝑞𝑁−1
𝑞𝑁
⎫⎪⎬⎪⎭ (6.42)
Colocando 𝑢𝑘 em evidencia nota-se, por exemplo, 𝑢3 · (ℎ𝑖13 + ℎ𝑖21 ) assim:
𝐶𝑖𝑢𝑖 + [ ̂︀𝐻 𝑖1 ̂︀𝐻 𝑖2 . . . ̂︀𝐻 𝑖𝑁 ]
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢1
𝑢2
...
𝑢𝑁
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ = [𝐺
𝑖1𝐺𝑖2 . . . 𝐺𝑖𝑁 ]
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑞1
𝑞2
...
𝑞2𝑁
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (6.43)
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para simplificar, a equação acima fica:
𝐶𝑖𝑢𝑖 +
𝑁∑︁
𝑗=1
̂︀𝐻 𝑖𝑗𝑢𝑗 = 2𝑁∑︁
𝑗=1
𝐺𝑖𝑗𝑞𝑗 (6.44)
ou como definido anteriormente:
𝑁∑︁
𝑗=1
𝐻 𝑖𝑗𝑢𝑗 =
2𝑁∑︁
𝑗=1
𝐺𝑖𝑗𝑞𝑗 (6.45)
como 𝑖 também varia de 1 até 𝑁 pode-se escrever a equação acima na forma matricial, assim:
Hu = Gq (6.46)
onde G é uma matriz retangular 𝑁 × 2𝑁 e H é uma matriz quadrada 𝑁 ×𝑁 .
Após resolver as integrais e aplicar as condições de contorno, a Eq. 6.46 pode ser resolvida
como um sistema linear ilustrado pela Eq. 6.47.
Ax = b (6.47)
6.3 Termos singulares das matrizes H e G
A singularidade da solução fundamental 𝑝*1 foi contornada utilizando o conceito de corpo
rígido. Assumindo que um corpo rígido unitário tenha deslocamento na direção de um dos eixos
do sistema de coordenadas cartesianas, os vetores de força de superfície e força de superfície
devem ser zero. Logo,
HI𝑞 = 0, (6.48)
onde I é um vetor de deslocamento unitário na direção e zero nas outras direções. Desta forma,
tem-se:
H𝑖𝑗 = −
𝑁∑︁
𝑗=1,
𝑖 ̸=𝑗
H𝑖𝑗, (6.49)
o qual resulta nos termos da diagonal da matriz H em função dos outros termos da matriz. na
Eq. 6.49, os índices não implicam soma.
Já a solução 𝑢*1 possui a singularidade fraca do tipo 𝑙𝑛(𝑟), que pode ser calculado numeri-
camente através da quadratura logarítmica de Gauss. Para que isto seja possível, primeiramente
deve-se separar a integral entre parte regular e parte singular.
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𝑢*1 = 𝑢
*𝑅
1⏟ ⏞ 
I
+ 𝑢*
𝑆
1⏟ ⏞ 
II
, (6.50)
onde,
𝑢*
𝑅
1 (x,x
𝑖) =
ℎ−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−1/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
{𝐾0(𝑟𝑐) + log(𝑟)} , (6.51)
𝑢*
𝑆
1 (x,x
𝑖) = −ℎ
−1/2(𝑥𝑖2,𝑥
𝑖
3)ℎ
−1/2(𝑥2,𝑥3)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
{log(𝑟)} . (6.52)
O termo I pode-se resolver utilizando a quadratura simples de Gauss, já o termo II neces-
sita ser integrado usando a quadratura logarítmica de Gauss.
6.4 Elementos de contorno quadrático
Os modelos discretizados nessa dissertação são feitos através dos elementos quadráticos
contínuos que contém três nós na discretização. São elementos muito utilizados para modelar
segmentos curvos por serem de alta ordem. as funções de interpolação correspondente a este
elemento são descritas abaixo:
𝜑1 =
1
2
𝜉(𝜉 − 1),
𝜑2 = (1− 𝜉2),
𝜑3 =
1
2
𝜉(𝜉 + 1).
(6.53)
Uma representação dos elemento quadrático pode ser observada na Fig. 6.2.
A integração do elemento quadrático só é possível se houver uma transformada de coor-
denadas do sistema cartesiano para o sistema de coordenadas 𝜉. E isto é realizado através do
Jacobiano, que é descrito na Eq. 6.54.
|𝐽 | = 𝜕Γ
𝜕𝜉
=
√︃(︂
𝜕𝑥1
𝜕𝜉
)︂2
+
(︂
𝜕𝑥2
𝜕𝜉
)︂2
(6.54)
Para o cálculo do Jacobiano |𝐽 | é necessário saber como 𝑥1 e 𝑥2 variam de acordo com 𝜉.
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Figura 6.2: Representação do elemento quadrático contínuo.
Isto é feito definindo a geometria do elemento como se define 𝑢 e 𝑞, assim:
𝑥1 = 𝜑1𝑥
1
1 + 𝜑2𝑥
2
1 + 𝜑3𝑥
3
1
𝑥2 = 𝜑1𝑥
1
2 + 𝜑2𝑥
2
2 + 𝜑3𝑥
3
2 (6.55)
em 𝑥𝑙𝑘, 𝑘 indica a coordenada, e 𝑙 o nó. Então o Jacobiano fica:
|𝐽 | =
{︂(︀
𝑥31 − 2𝑥21 + 𝑥11
)︀
𝜉 +
1
2
(︀
𝑥31 − 𝑥11
)︀}︂2
+{︂(︀
𝑥32 − 2𝑥22 + 𝑥12
)︀
𝜉 +
1
2
(︀
𝑥32 − 𝑥12
)︀2}︂2 (6.56)
6.5 Elemento Quarter Point
A vantagem do uso do elemento quarter point na ponta da trinca, que este apresenta uma
bom resultado mesmo com malha pouco refinado. Pois, a singularidade da ponta da trinca já é
incorporada nas funções de forma do elemento. Isso pode ser visto no trabalho de (MARTINEZ
e DOMINGUEZ, 1984).
Um fator importante que influencia o resultado é o tamanho do elemento quarter point (𝑙).
Segundo dados obtidos por (BREBBIA e DOMINGUEZ; MARTINEZ e DOMINGUEZ, 1994;
1984), um tamanho ideal de quarter point gira em torno 15% da metade do tamanho da trinca
(𝑙/𝑎). Nesta dissertação, foi testado vários tamanhos em torno de 6% à 20% para testar a in-
fluência do mesmo nos resultados.
Os elementos quarter point possuem uma formulação diferente dos elementos quadrático.
Assim é demonstrado abaixo a equação da transformada de coordenadas, junto com o Jacobi-
ano.
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Figura 6.3: Elemento quarter point à esquerda
No caso de quarter point à esquerda (Fig. 6.3), temos o mapeamento dado pelas Eq. 6.57
e Eq. 6.58.
𝑟𝑥2 = 𝑟
1
𝑥2
+
[︂
𝜉 + 1
2
]︂2
(𝑟3𝑥2 − 𝑟1𝑥2), (6.57)
𝑟𝑥3 = 𝑟
1
𝑥3
+
[︂
𝜉 + 1
2
]︂2
(𝑟3𝑥3 − 𝑟1𝑥3). (6.58)
Onde,
𝑟1𝑥2 = 𝑥
1
2 − 𝑥𝑖2 𝑟3𝑥2 = 𝑥32 − 𝑥𝑖2
𝑟1𝑥3 = 𝑥
1
3 − 𝑥𝑖3 𝑟3𝑥3 = 𝑥33 − 𝑥𝑖3
(6.59)
Assim,
𝜕𝑟𝑥2
𝜕𝜉
= (𝜉 + 1)
(𝑟3𝑥2 − 𝑟1𝑥2)
2
,
𝜕𝑟𝑥3
𝜕𝜉
= (𝜉 + 1)
(𝑟3𝑥3 − 𝑟1𝑥3)
2
. (6.60)
O Jacobiano do elemento quarter point à esquerda (LQP) é dado pela Eq. 6.61.
𝐽𝐿𝑄𝑃 =
√︃(︂
𝜕𝑟𝑥2
𝜕𝜉
)︂2
+
(︂
𝜕𝑟𝑥3
𝜕𝜉
)︂2
= (𝜉 + 1)
𝑙
2
(6.61)
Já para o elemento quarter point à direita, temos as seguintes equações,
𝑟𝑥2 = 𝑟
3
𝑥2
+
[︂−𝜉 + 1
2
]︂2
(𝑟1𝑥2 − 𝑟3𝑥2), (6.62)
𝑟𝑥3 = 𝑟
3
𝑥3
+
[︂−𝜉 + 1
2
]︂2
(𝑟1𝑥3 − 𝑟3𝑥3), (6.63)
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𝐽𝑅𝑄𝑃 =
√︃(︂
𝜕𝑟𝑥2
𝜕𝜉
)︂2
+
(︂
𝜕𝑟𝑥3
𝜕𝜉
)︂2
= (1− 𝜉) 𝑙
2
. (6.64)
Devido a sua característica do ponto deslocado e da incorporação da singularidade da
ponta da trinca, as integrais das matrizes H e G difere das do elemento quadrático comum.
Abaixo são apresentado as integrais das matrizes H e G.
Para elemento quarter point à esquerda, obtém-se,
ℎ𝐿𝑄𝑃1,2,3 =
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)𝑝
*
1(x,x
𝑖)(1 + 𝜉)
𝑙
2
𝑑𝜉 (6.65)
𝑔𝐿𝑄𝑃1,2,3 =
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)𝑢
*
1(x,x
𝑖)𝑙𝑑𝜉 (6.66)
E no caso de elemento quarter point à direita, temos:
ℎ𝑅𝑄𝑃1,2,3 =
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)𝑝
*
1(x,x
𝑖)(1− 𝜉) 𝑙
2
𝑑𝜉 (6.67)
𝑔𝑅𝑄𝑃1,2,3 =
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)𝑢
*
1(x,x
𝑖)𝑙𝑑𝜉 (6.68)
As Eq. 6.65 à Eq. 6.68 são usadas para integral os elementos da ponta da trinca na for-
mulação de deslocamento. No caso da formulação de força de superfície, as Eq. 6.65 e Eq. 6.67
sofrem pequenas modificações quanto a função de forma. Estas são substituídas pelas suas res-
pectivas derivadas para serem aplicadas.
6.6 Formulação de força de superfície
Nesta seção, são apresentadas as equações governantes, junto com aspectos importantes
da discretização por elemento de contorno.
6.6.1 Equação integral de contorno
A equação integral foi desenvolvida por (RANGELOV et al., 2003). Sabe-se que a formu-
lação de deslocamento degenera para problemas com trinca de acordo com (CRUSE; SLADEK
e SLADEK, 1978; 1984). Dentre os métodos para contornar este problema, é a utilização da
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formulação de equação integral de força de superfície, a qual pode ser obtida diferenciando a
equação de deslocamento, depois substituindo-a pela lei de Hooke e tomando a um processo de
limite.
A seguir, é apresentado a análise de um meio trincado e todo seu desenvolvimento até
chegar na equação integral de contorno.
n+
n
-
ncr-
cr+
A+
A-
Figura 6.4: Análise elasto-estática trinca.
A Fig. 6.4 detalha as condições de contorno elasto-estática de um problema de trinca.
Sabe-se que as condições de contorno são livres de força de superfície 𝑝𝑖(x) = 𝜎𝑖𝑗(x)𝑛𝑗 para
𝑥 ∈ 𝐴 = 𝐴+ + 𝐴−.
Desta forma, usando a integral J dado pela Eq. 6.69 ao invés do teorema recíproco de
Betti e a Eq. 6.70, temos as equações da análise elasto-estática da trinca.
𝐽𝑘 =
∫︁
Γ
[︂
1
2
(𝜎𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛)𝛿𝑗𝑘 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,𝑘
]︂
𝑛𝑗𝑑Γ−
∫︁
Ω
𝑏𝑖𝑢𝑖,𝑘𝑑Ω = 0 (6.69)
𝑢𝑘,𝑙(x𝑖) = −
∫︁
Γ
{︀
𝜖𝑟𝑠𝑡𝜖𝑟𝑙𝑗𝜎
*
𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖,𝑡𝑛𝑠 − 𝑢*𝑖𝑘,𝑙𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗
}︀
𝑑Γ (6.70)
Onde x𝑖 = (𝑥𝑖2,𝑥𝑖3) é o vetor da posição do ponto fonte.
As Eq. 6.69 e Eq. 6.70 podem ser encontradas no trabalho de (ZHANG e GROSS, 1998).
A integral J da Eq. 6.69 é trabalhada para o caso específico do estado de deformação
anti-plano, obtendo assim a Eq. 6.71.
𝐽𝛾 =
∫︁
Γ
[︂
1
2
(𝜎1𝛼𝑢1,𝛼)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎1𝛽𝑢1,𝛾
]︂
𝑛𝛽𝑑Γ−
∫︁
Ω
𝑏1𝑢1,𝛾𝑑Ω (6.71)
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O problema representado pela Fig. 6.4 é dividido em dois estados elasto-estático descrito
pelas Eq. 6.72
{𝑢𝑖,𝜎𝑖𝑗,𝑏𝑖 = 0}{︀
𝑢*𝑖𝑘𝑒𝑘, 𝜎
*
𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘,𝛿(x− x𝑖)𝑒𝑖
}︀
,
(6.72)
e superpondo as soluções temos,
𝑢𝑇𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑢
*
𝑖𝑘𝑒𝑘
𝜎𝑇𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 + 𝜎
*
𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘
𝑏𝑇𝑖 = 𝑏𝑖 + 𝛿(x− x𝑖)𝑒𝑖
𝐽𝑘
[︀
𝑢𝑇𝑖
]︀
= 𝐽𝑘 [𝑢𝑖] + 𝐽𝑘 [𝑢
*
𝑖𝑘𝑒𝑘]
(6.73)
Substituindo as Eq. 6.73 na Eq. 6.71 chegamos na Eq. 6.74.
𝐽𝛾 =
∫︁
Γ
[︂
1
2
(𝜎1𝛼 + 𝜎
*
1𝛼)(𝑢1,𝛼 + 𝑢
*
1,𝛼)𝛿𝛽𝛾 − (𝜎1𝛽 + 𝜎*1𝛽(𝑢1,𝛾) + 𝑢*1,𝛾)
]︂
𝑛𝛽𝑑Γ
−
∫︁
Ω
𝛿(x− x𝑖)(𝑢1,𝛾(x) + 𝑢*1,𝛾(𝑥))𝑑Ω
(6.74)
Utilizando o teorema recíproco de Betti e 𝜎𝛽1𝑛𝛽 = 𝑝1, podemos tratar a Eq. 6.74 e chegar
na Eq. 6.75.
𝑢1,𝛾(x𝑖) =
∫︁
Γ
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
𝑖)𝑢1,𝛼(x)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,x𝑖)𝑢1,𝛾(x)
]︀
𝑛𝛽(x)𝑑Γ
−
∫︁
Γ
𝑢*1,𝛾(x,x
*)𝑝1(x)𝑑Γ
(6.75)
Assim, trabalhando a Eq. 6.75 para um ponto fonte em um contorno suave, temos a
Eq. 6.76.
𝑢1,𝛾(x𝑖)− 𝑝1(x
𝑖)
2𝜇
𝑛𝛾(x𝑖) =
∫︁
Γ
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
𝑖)𝑢1,𝛼(x)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,x𝑖)𝑢1,𝛾(x)
]︀
𝑛𝛽(x)𝑑Γ
−
∫︁
Γ
𝑢*1,𝛾(x,x
*)𝑝1(x)𝑑Γ
(6.76)
Usando a relação apresentado pela Eq. 6.77
𝑝1(x𝑖) = 𝜎1𝛾(x𝑖)𝑛𝛾(x𝑖) = 𝜇 𝑢1,𝛾(x𝑖)𝑛𝛾(x𝑖), (6.77)
multiplicamos a Eq. 6.76 por 𝜇𝑛𝛾(x𝑖) e encontramos a Eq. 6.78.
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1
2
𝑝1(x) = 𝜇𝑛𝛾(x𝑖)
{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
𝑖)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,x𝑖)𝑢1,𝛾(x)
]︀
𝑛𝛽(x)𝑑Γ
−
∫︁
Γ
𝑢*1,𝛾(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂ (6.78)
Sendo 𝜇 = 𝑐𝜆11𝛾 e para o caso não-homogêneo e transversalmente isotrópico (𝑐55 = 𝑐44),
temos a Eq. 6.78 reescrita na Eq. 6.79.
1
2
𝑝1(x𝑖) = 𝑐𝜆11𝛾(x𝑖)𝑛𝜆(x𝑖)
{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
𝑖)𝑢1,𝛼(x)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,x𝑖)𝑢1,𝛾(x)
]︀
𝑑Γ
−
∫︁
Γ
𝑢*1,𝛾(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂ (6.79)
Onde 𝜎* e 𝑢* são as soluções fundamentais.
A Eq. 6.79 é a forma geral em notação indicial da BIE de força de superfície para o caso
anti-plano. Em seguida, esta equação é desenvolvida fazendo a substituição dos índices gregos.
1
2
𝑝1(x𝑖) =
[︀
𝑐211𝛾(x𝑖)𝑛2(x𝑖) + 𝑐311𝛾(x𝑖)𝑛3(x𝑖)
]︀{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1,2(x,x
𝑖)𝑢1,2(x)𝑛𝛾(x)
+𝜎*1,3(x,x
𝑖)𝑢1,3(x)𝑛𝛾(x)− 𝜎*1,2(x,x𝑖)𝑢1,𝛾(x)𝑛2(x)
−𝜎*1,3(x,x𝑖)𝑢1,𝛾(x)𝑛3(x)
]︀
𝑑Γ−
∫︁
Γ
𝑢*1,𝛾(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂
,
(6.80)
1
2
𝑝1(x𝑖) =
[︀
𝑐2112(x𝑖)𝑛2(x𝑖) + 𝑐3112(x𝑖)𝑛3(x𝑖)
]︀{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1,2(x,x
𝑖)𝑢1,2(x)𝑛2(x)
+𝜎*1,3(x,x
𝑖)𝑢1,3(x)𝑛2(x)− 𝜎*1,2(x,x𝑖)𝑢1,2(x)𝑛2(x)
−𝜎*1,3(x,x𝑖)𝑢1,2(x)𝑛3(x)
]︀
𝑑Γ−
∫︁
Γ
𝑢*1,2(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂
+[︀
𝑐2113(x𝑖)𝑛2(x𝑖) + 𝑐3113(x𝑖)𝑛3(x𝑖)
]︀{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1,2(x,x
𝑖)𝑢1,2(x)𝑛3(x)
+𝜎*1,3(x,x
𝑖)𝑢1,3(x)𝑛3(x)− 𝜎*1,2(x,x𝑖)𝑢1,3(x)𝑛2(x)
−𝜎*1,3(x,x𝑖)𝑢1,3(x)𝑛3(x)
]︀
𝑑Γ−
∫︁
Γ
𝑢*1,3(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂
.
(6.81)
Os termos constantes da Eq. 6.50 podem ser reescritos de forma mais simples da seguinte
forma,
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𝑐2112 = 𝑐66, (6.82)
𝑐3112 = 𝑐56 = 0, (6.83)
𝑐2113 = 𝑐65 = 0, (6.84)
𝑐3113 = 𝑐55 = 𝑐44. (6.85)
Assim, a Eq. 6.50 fica:
1
2
𝑝1(x𝑖) = 𝑐66(x𝑖)𝑛2(x𝑖)
{︂∫︁
Γ
𝜎*13(x,x
𝑖) [𝑢1,3(x)𝑛2(x)− 𝑢1,2(x)𝑛3(x)] 𝑑Γ
−
∫︁
Γ
𝑢*1,2(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂
+
𝑐44(x𝑖)𝑛3(x𝑖)
{︂∫︁
Γ
𝜎*12(x,x
𝑖) [𝑢1,2(x)𝑛3(x)− 𝑢1,3(x)𝑛2(x)] 𝑑Γ
−
∫︁
Γ
𝑢*1,3(x,x
𝑖)𝑝1(x)𝑑Γ
}︂
.
(6.86)
A Eq. 6.86 é também conhecida como equação integral de contorno de força de superfície.
6.6.2 Solução fundamental para equação integral de contorno
Os núcleos utilizados são provenientes da equação de deslocamento representado pela
Eq. 6.10.
O núcleo de taxa de deslocamento consiste da derivada da Eq. 6.10 e é detalhada a seguir.
O resultado final é mostrado pela Eq. 6.88
𝑢*1,𝛼 = 𝑢
*
1,𝛼 =
𝜕𝑢*1
𝜕𝑥𝛼
, (6.87)
𝑢*1,𝛼(x,x
𝑖) = −ℎ
−1/2(x𝑖)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
{︂
ℎ−1/2(x)
𝛿(𝛿2𝛼) + 𝛿3𝛼
𝑐(𝑥𝛼 − 𝑥𝑖𝛼)
𝑎
𝐾1(𝑟𝑐) + (ℎ
−1/2(x)),𝛼𝐾0(𝑟𝑐)
}︂
(6.88)
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Já o núcleo da tensão, é obtida obedecendo o lei de Hooke aplicada a materiais
𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖𝑘𝑙𝜖𝑘𝑙, (6.89)
que pode ser reescrita para o problema em questão.
𝜎*𝛼1(x,x
𝑖) = 𝑐𝛼11𝛾(x)𝑢*1,𝛾(x,x
𝑖) (6.90)
𝜎*𝛼1(x,x
𝑖) = 𝑐𝛼112(x)𝑢*1,2(x,x
𝑖) + 𝑐𝛼113(x)𝑢*1,3(x,x
𝑖) (6.91)
Levando em consideração a não-homogeneidade do material, a Eq. 6.91 se resume a
Eq. 6.92 e Eq. 6.93 para cada direção,
𝜎*21(x,x𝑖) = 𝑐2112(x)𝑢
*
1,2(x,x
𝑖) + 𝑐2113(x)𝑢*1,3(x,x
𝑖)
= 𝑐02112ℎ(𝑥2,𝑥3)𝑢
*
1,2(x,x
𝑖) + 𝑐02113ℎ(𝑥2,𝑥3)𝑢
*
1,3(x,x
𝑖),
(6.92)
𝜎*31(x,x𝑖) = 𝑐3112(x)𝑢
*
1,2(x,x
𝑖) + 𝑐3113(x)𝑢*1,3(x,x
𝑖)
= 𝑐03112ℎ(𝑥2,𝑥3)𝑢
*
1,2(x,x
𝑖) + 𝑐03113ℎ(𝑥2,𝑥3)𝑢
*
1,3(x,x
𝑖).
(6.93)
Após algumas manipulações algébricas e considerando que 𝑐2113 = 0, 𝑐3112 = 0, 𝑐2112 =
𝑐66 e 𝑐3113 = 𝑐44, temos o núcleo da tensão representado pelas Eq. 6.94 e Eq. 6.95.
𝜎*21(x,x𝑖) = −
ℎ−1/2(x𝑖)
2𝜋𝑐044
√
𝛿
{︂
𝑐066
[︂
ℎ1/2(x)
𝛿
𝑐(𝑥2 − 𝑥𝑖2)
𝑎
𝐾1(𝑟𝑐)+
+(ℎ1/2(x)),2𝐾0(𝑟𝑐)
]︀}︀ (6.94)
𝜎*31(x,x𝑖) = −
ℎ−1/2(x𝑖)
2𝜋
√
𝛿
{︂[︂
ℎ1/2(x)
𝑐(𝑥3 − 𝑥𝑖3)
𝑎
𝐾1(𝑟𝑐)+
+(ℎ1/2(x)),3𝐾0(𝑟𝑐)
]︀}︀ (6.95)
6.6.3 Equação integral singular
O tratamento das integrais singulares ocorre da mesma forma como demonstrado na seção
6.3. Separando a solução fundamental entre parte regular e parte singular podemos efetuar a
integração numérica utilizando das ferramentas apropriadas.
A partir da Eq. 6.86 chegamos na integração do elemento singular, já parametrizado, atra-
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vés da substituição das soluções fundamentais na Eq. 6.86 e algumas manipulações algébricas.
As integrais dos elementos singulares da matriz H assumem a forma demonstrado pelas
Eq. 6.97 e Eq.6.98.
ℎ𝑖𝑗1,2,3 = ℎ
𝑖𝑗𝑅
1,2,3 + ℎ
𝑖𝑗𝑆
1,2,3 (6.96)
Onde,
ℎ𝑖𝑗𝑅1,2,3 = −
ℎ1/2(x𝑖)
2𝜋
√
𝛿
𝑐066
∫︁ 1
−1
𝑑𝜑1,2,3(𝜉)
{︂
ℎ1/2(𝑥(𝜉))
[︂
𝑐𝐾1(𝑟(𝜉)𝑐)− 1
𝑟(𝜉)
]︂
[︂
𝑛2(x𝑖)
𝑥3(𝜉)− 𝑥𝑖3
𝑟(𝜉)
− 𝑛3(x
𝑖)
𝛿
𝑥2(𝜉)− 𝑥𝑖2
𝑟(𝜉)
]︂
+[︀
𝑛2(x𝑖)(ℎ1/2(x(𝜉))),3 − 𝑛3(x𝑖)(ℎ1/2(x(𝜉))),2
]︀[︂
𝐾0(𝑟(𝜉)𝑐)− 𝑙𝑜𝑔
(︂
1
𝑟(𝜉)
)︂]︂
𝑑𝜉
}︂
,
(6.97)
ℎ𝑖𝑗𝑆1,2,3 = −
ℎ1/2(x𝑖)
2𝜋
√
𝛿
𝑐066
∫︁ 1
−1
𝑑𝜑1,2,3(𝜉)
{︂
ℎ1/2(𝑥(𝜉))
[︂
1
𝑟(𝜉)
]︂
[︂
𝑛2(x𝑖)
𝑥3(𝜉)− 𝑥𝑖3
𝑟(𝜉)
− 𝑛3(x𝑖)𝑥2(𝜉)− 𝑥
𝑖
2
𝑟(𝜉)
]︂
+[︀
𝑛2(x𝑖)(ℎ1/2(x(𝜉))),3 − 𝑛3(x𝑖)(ℎ1/2(x(𝜉))),2
]︀[︂
𝑙𝑜𝑔
(︂
1
𝑟(𝜉)
)︂]︂
𝑑𝜉
}︂
.
(6.98)
Mais algumas manipulações na Eq. 6.96 e temos a integral final do elemento singular
representado pela Eq. 6.99.
ℎ𝑖𝑗1,2,3 = −
ℎ1/2(x𝑖)
2𝜋
√
𝛿
𝑐066
{︂
1
𝐷
[︁
𝑛2(x𝑖)(𝑥33 − 𝑥13)−
𝑛3
𝛿
(x𝑖)(𝑥32 − 𝑥12)
]︁
+
[︀
𝑛2(x𝑖)𝑎3 − 𝑛3(x𝑖)𝑎2
]︀
𝐼𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖)
}︁ (6.99)
Onde 𝑙 é o comprimento do elemento, 𝑥33 − 𝑥13 e 𝑥32 − 𝑥12 representam a diferença das
coordenadas dos nós e os sobrescritos em negrito e itálico fazem referencia ao nó do elemento.
As variáveis 𝐷, 𝐼𝑓𝑜𝑟𝑡𝑒1,2,3 (𝜉0,𝑥(𝜉),x𝑖) e 𝐼
𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎
1,2,3 (𝜉0,𝑥(𝜉),x𝑖) são ilustrada pelas Eq. 6.100, Eq. 6.101
e Eq. 6.102, respectivamente.
𝐷 =
1
2
[︂
(𝑥32 − 𝑥12)2
𝛿
− (𝑥33 − 𝑥13)2
]︂
(6.100)
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𝐼𝑓𝑜𝑟𝑡𝑒1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖) =
∫︁ 1
−1
𝑑𝜑1,2,3(x(𝜉))ℎ1/2(x(𝜉))
[︂
1
𝜉 − 𝜉0
]︂
𝜕𝜉, (6.101)
𝐼𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖) =
∫︁ 1
−1
𝑑𝜑1,2,3(x(𝜉))(ℎ1/2(x(𝜉))) log
[︂
1
|𝜉 − 𝜉0|𝑑
]︂
𝜕𝜉, (6.102)
O mesmo procedimento é realizado para os termos singulares da matriz G. A integral final
é representado pela Eq. 6.103.
𝑔𝑖𝑗1,2,3 = 𝑔
𝑖𝑗𝑅
1,2,3 + 𝑔
𝑖𝑗𝑆
1,2,3 (6.103)
𝑔𝑖𝑗𝑅1,2,3 = −
ℎ1/2(x𝑖)𝑙
4𝜋
√
𝛿
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)
{︂
ℎ−1/2(𝑥(𝜉))
[︂
𝑐𝐾1(𝑟(𝜉)𝑐)− 1
𝑟(𝜉)
]︂
[︂
𝑛2(x𝑖)
𝑥2(𝜉)− 𝑥𝑖2
𝑟(𝜉)
− 𝑛3(x𝑖)𝑥3(𝜉)− 𝑥
𝑖
3
𝑟(𝜉)
]︂
+[︀
𝛿𝑛2(x𝑖)(ℎ−1/2(x(𝜉))),2 + 𝑛3(x𝑖)(ℎ−1/2(x(𝜉))),3
]︀[︂
𝐾0(𝑟(𝜉)𝑐)− 𝑙𝑜𝑔
(︂
1
𝑟(𝜉)
)︂]︂
𝑑𝜉
}︂
,
(6.104)
𝑔𝑖𝑗𝑆1,2,3 = −
ℎ1/2(x𝑖)𝑙
4𝜋
√
𝛿
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)
{︂
ℎ−1/2(𝑥(𝜉))
[︂
1
𝑟(𝜉)
]︂
[︂
𝑛2(x𝑖)
𝑥2(𝜉)− 𝑥𝑖2
𝑟(𝜉)
− 𝑛3(x𝑖)𝑥3(𝜉)− 𝑥
𝑖
3
𝑟(𝜉)
]︂
+[︀
𝛿𝑛2(x𝑖)(ℎ−1/2(x(𝜉))),2 + 𝑛3(x𝑖)(ℎ−1/2(x(𝜉))),3
]︀[︂
𝑙𝑜𝑔
(︂
1
𝑟(𝜉)
)︂]︂
𝑑𝜉
}︂
,
(6.105)
𝑔𝑖𝑗1,2,3 = −
ℎ1/2(x𝑖)𝑙
4𝜋
√
𝛿
{︂
1
𝐷
[𝑛2(x𝑖)(𝑥32 − 𝑥12) + 𝑛3(x𝑖)(𝑥33 − 𝑥13)]×
𝐽𝑓𝑜𝑟𝑡𝑒1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖) + [𝛿𝑛2(x𝑖) + 𝑛3(x𝑖)]𝐽𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖)
}︁ (6.106)
Onde,
𝐽𝑓𝑜𝑟𝑡𝑒1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖) =
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)ℎ
−1/2(x(𝜉))
[︂
1
𝜉 − 𝜉0
]︂
𝑑𝜉 (6.107)
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𝐽𝑓𝑟𝑎𝑐𝑎1,2,3 (𝜉0,x(𝜉),x
𝑖) =
∫︁ 1
−1
𝜑1,2,3(𝜉)(ℎ
−1/2(x(𝜉))),𝛼 log
[︂
1
|𝜉 − 𝜉0|𝑑
]︂
𝑑𝜉 (6.108)
Para calcular as integrais numericamente, utiliza-se de algumas técnicas. No caso da in-
tegral forte é preciso aplicar a integral no sentido de valor principal de Cauchy, já no caso da
integral fraca, a quadratura logarítmica de Gauss é suficiente para encontrar o valor da integral.
Quando possível foi utilizado da ajuda do software MATHEMATICA® para encontrar soluções
analíticas para as integrais singulares.
O termo 𝜉0 corresponde a localização do ponto fonte dentro do elemento, podendo assu-
mir qualquer valor entre -1 e 1. Este recurso recebe o nome de Shifted Point Method - SPM.
6.6.4 Shifted Point Method
O método tem como objetivo evitar o problema encontrado pelo nós que se localizam
nos extremos do elemento de contorno. Os nós localizados nos cantos, devido a sua posição,
acabam possuindo dois valores de forças de superfície. Deslocando o ponto fonte para dentro do
elemento, previne este problema. Este método apresenta resultados melhores do que a utilização
de elementos descontínuos.
Foi adotado neste trabalho a posição de 𝜉0 = −2/3 e 𝜉0 = 2/3 para os nós da extremida-
des em referencia ao nó central. A Fig. 6.5 ilustra um exemplo de malha com 3 elementos por
lado com SPM.
6.6.5 Princípio da superposição
Como descrito por (ANDERSON, 2017), em material linear elástico as componentes de
tensão, deformação ou deslocamento são adicionáveis. Por exemplo, duas tensões originadas de
forças externas diferentes podem ser somadas se pertencerem a mesma direção, mas se forem
de direções diferentes ou uma tensão normal com tensão cisalhante não são adicionáveis. Pode-
se estender para o fator de intensidade de tensão, desde que o modo de carregamento seja
consistente.
A maior vantagem deste princípio é que permite encontrar soluções de SIF para configu-
rações complexas partindo de casos simples no qual as soluções são bem conhecidas.
A equação integral não hiper-singular para o problema I e II é dado pelas Eq. 6.109 e
Eq. 6.110, respectivamente.
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(a) Exemplo de geometria com
3 elementos por lado com SPM
aplicado aos pontos fontes.
-1 0 1
2/3
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(b) Elemento com nós
fonte deslocado .
Figura 6.5: Representação gráfica do elemento com Shifted Point Method.
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Figura 6.6: Princípio da superposição aplicado na formulação de força de superfície.
1
2
𝑝𝐼1(x
i) = 𝑐𝜆11𝛾(x
i)𝑛𝜆(x
i)
{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
i)𝑢𝐼1,𝛼(x)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,xi)𝑢𝐼1,𝛾(x)𝛿𝛽𝛾
]︀×
𝑛𝛽(x)𝑑Γ−
∫︁
Γ
𝑢*1,𝛾(x,x
i)𝑝𝐼1(x)𝑑Γ
}︂ (6.109)
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𝑝𝐼𝐼1 (x
i) = 𝑐𝜆11𝛾(x
i)𝑛𝜆(x
i)
{︂∫︁
Γ
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
i)𝑢𝐼𝐼1,𝛼(x)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,xi)𝑢𝐼𝐼1,𝛾(x)
]︀×
𝑛𝛽(x)𝑑Γ}+ 𝑐𝜆11𝛾(xi)𝑛𝜆(xi)×{︂∫︁
Γ+𝑐𝑟
[︀
𝜎*1𝛼(x,x
i)∆𝑈 𝐼𝐼1,𝛼(x)𝛿𝛽𝛾 − 𝜎*1𝛽(x,xi)∆𝑈 𝐼𝐼1,𝛾(x)
]︀
𝑛𝛽(x)𝑑Γ
}︂ (6.110)
Com 𝑝𝐼𝐼1 (x
i) =
{︃
−𝑝𝐼1(xi) xi ∈ Γ+𝑐𝑟
0 xi ∈ Γ ,
𝑐𝜆11𝛾(x
i) = 𝑐0𝜆11𝛾ℎ(x
i), 𝜎*1𝛼 = 𝑐𝛼11𝛽(x
i)𝑢*1,𝛽 , ∆𝑈
𝐼𝐼
1,𝛼(x
i) = 𝑢+1,𝛼(x
i)− 𝑢−1,𝛼(xi), 𝑢+1,𝛼(xi) e
𝑢−1,𝛼(x
i) são o gradiente de deslocamento da superfície superior e inferior da trinca, respectiva-
mente. 𝑢𝐼1,𝛼 e 𝑢
𝐼𝐼
1,𝛼 representam o gradiente de deslocamento do contorno do problema I e II, e
𝑛𝜆(x
i) é o vetor normal do ponto fonte. Os símbolos gregos implicam aqui variação de 2 a 3.
Problema I e II são acoplados somando o deslocamento e força de superfície do contorno
como mostrado pela Eq. 6.111.
𝑝1 =𝑝
𝐼
1 + 𝑝
𝐼𝐼
1 , (6.111a)
𝑢1 =𝑢
𝐼
1 + 𝑢
𝐼𝐼
1 (6.111b)
Assim que todas as variáveis são conhecidas, é possível calcular o campo de força de
superfície dentro do domínio, perto da ponta da trinca. Assim, é possível determinar o SIF
usando um processo de limite.
6.6.6 Fator de Intensidade de Tensão para formulação de força de superfície
Após obter todas as incógnitas do contorno, é fácil calcular o SIF para o modo III (𝐾𝐼𝐼𝐼)
utilizando-se da Eq. 6.112.
𝐾𝐼𝐼𝐼 = lim
𝑟→0
𝑝1
√
𝜋𝑟 (6.112)
Onde 𝑝1 é a força de superfície a uma distância 𝑟 da ponta da trinca. Assim, nota-se a
dependência do raio para obter-se uma boa resposta ao calcular o 𝐾𝐼𝐼𝐼 .
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Figura 6.7: Esquematização do raio na ponta da trinca.
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Figura 6.8: Resultados numéricos para diferentes raios.
A Fig. 6.7 é uma representação esquemática do limite numérico ocasionado pelo raio
muito próximo da ponta da trinca.
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Através de uma análise feita em meio homogêneo, isotrópico e finito, pode-se usar os
diferentes valores de raio e comparar seus resultados com a solução existente na literatura. A
Fig. 6.8 detalha esta comparação.
Onde MEC é o método de elemento de contorno aplicado. Através do gráfico, percebe-se
um raio adequado em torno de 0.0025% da metade do torno da trinca. Este é o valor atribuído
em análises futuras.
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7 RESULTADOS
Nesse capítulo são apresentados os valores encontrados de fator de intensidade de tensão
para diferentes características do material. Também são ilustrados os deslocamentos da abertura
da trinca (Crack Opening Displacement - COD).
Nesse trabalho, dois perfis de trinca mais comuns, trinca central e trinca no contorno, são
analisados. Os perfis em questão são mostrado na Fig. 7.1.
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(a) Esquematização da trinca
central.
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x3 ,c66
0
(b) Esquematização da trinca no
contorno.
Figura 7.1: Esquematização da trinca central e trinca no contorno.
7.1 Validação
Com o objetivo de validar o trabalho, foram utilizados de diversas literaturas disponíveis
como artigos, livros e outros. Estes são apresentados junto com os resultados encontrados para
cada caso.
Os valores encontrados são normalizados obedecendo as seguinte normas. O fator de
intensidade de tensão calculado (𝐾𝑀𝐸𝐶𝐼𝐼𝐼 ) é dividido pelo fator de intensidade de tensão para o
caso homogêneo isotrópico para o meio infinito (Eq. 7.1), obtendo o SIF normalizado (Eq. 7.2).
𝐾0𝐼𝐼𝐼 = 𝑝
0
1
√
𝜋𝑎 (7.1)
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𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐾𝑀𝐸𝐶𝐼𝐼𝐼
𝐾0𝐼𝐼𝐼
(7.2)
O COD é normalizado obedecendo a Eq. 7.3.
𝐶𝑂𝐷 =
𝑢1𝑐
0
44
𝑝01 𝑎
(7.3)
Onde 𝑢1[𝑚] é o deslocamento da superfície da trinca. 𝑐044 [𝑁/𝑚
2] é a constante do mate-
rial, 𝑝01 = 100 × 106 𝑁/𝑚2 é a força de superfície aplicada no material na direção 1 e 𝑎 [𝑚]
é metade do tamanho da trinca. O material escolhido para essa dissertação é o cadmium, que
possuí as seguintes propriedades,
𝑐044 = 1.95× 106
𝑁
𝑚2
𝑐066 = 3.69× 106
𝑁
𝑚2
7.2 Trinca central
Com o objetivo de analisar a trinca central em relação a diferentes característica de pro-
blema, é adotado um tamanho de trinca de 2𝑎 = 0.01 𝑚. Em todos os casos, quando não
explícito, a trinca é modelada com 21 elementos quadráticos, sendo 19 elementos comuns e 2
quarter point (um em cada ponta).
A Fig. 7.2 detalha um exemplo de malha discretizada com SPM e elemento quarter point
na trinca.
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2
x
3
Figura 7.2: Esquematização de malha discretizada com trinca central.
7.2.1 Trinca em meio homogêneo, isotrópico e infinito - Caso I
A simulação do meio homogêneo, isotrópico e infinito (Fig. 7.1(a)) deu-se adotando os
seguintes parâmetros. 𝑐044 = 𝑐
0
66 = 3.69× 106 𝑁𝑚2 tornando a constante 𝛿 = 1, acarretando num
meio isotrópico. Na questão da não-homogeneidade, adota-se 𝑎2 = 0 e 𝑎3 = 0, o que leva à
ℎ1/2(𝑥2,𝑥3) = 𝑒
𝑎2𝑥2+𝑎3𝑥3 = 1.
O efeito do meio infinito é satisfeito, para este trabalho, atribuindo dimensões à geometria
dez vezes maiores do que o tamanho da trinca. O problema físico é demonstrado pela Fig. 7.3.
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Figura 7.3: Esquematização do caso I.
Especificamente neste caso, uma discretização de 9 elementos na trinca é suficiente para
simular o comportamento com resultados satisfatórios.
Os valores encontrados do SIF são comparados com a solução analítica (já normalizada)
para o caso homogêneo, isotrópico e infinito dado pela Eq. 7.1. Os valores encontram-se na
Tab. 7.1. E a representação gráfica da abertura da trinca é ilustrado pela Fig. 7.4. Para este caso
é possível obter analiticamente o COD pela equação Eq. 7.4.
𝐶𝑂𝐷 =
𝑝01
𝑐044
√︀
𝑎2 − (𝑥𝑐𝑟2 )2 (7.4)
Onde 𝑥𝑐𝑟2 ∈ [−𝑎,𝑎].
Tabela 7.1: Resultados numéricos do SIF para caso I.
Analítico BIE de força de superfície BIE de deslocamento
𝐾𝐸𝑠𝑞.𝐼𝐼𝐼 1 0.9913 1.007
𝐾𝐷𝑖𝑟.𝐼𝐼𝐼 1 0.9913 1.007
Diferença (%) - -0.87% 0.7%
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(a) Abertura da trinca pela formulação de força de superfície.
d/a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
(u 1
 
c 4
40
)/(
a p
10 )
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
BIE de deslocamento
Solucao analitica
(b) Abertura da trinca pela formulação de deslocamento.
Figura 7.4: Comparação dos COD das formulações com a solução analítica - Caso I.
7.2.2 Trinca em meio homogêneo, isotrópico e finito - Caso II
As propriedades adotadas no caso I são as mesmas implementadas aqui no caso II,
com exceção das dimensões da geometria. Aqui as dimensões concedidas ao problema são
de 20 𝑚𝑚 𝑥 40 𝑚𝑚, as mesmas utilizadas por (RANGELOV et al., 2003) em seu trabalho e,
também por (MA, 1988), onde é possível encontrar o SIF para o caso em questão (Fig. 7.1(a)).
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Quando não especificados, estas medidas são usadas como padrão em problemas de meio
finitos.
Os resultados encontrados podem ser observados na Tab. 7.2.
Tabela 7.2: Resultados numéricos do SIF para caso II.
(MA, 1988) BIE de força de superfície BIE de deslocamento
𝐾𝐸𝑠𝑞.𝐼𝐼𝐼 1.128 1.1293 1.1277
𝐾𝐷𝑖𝑟.𝐼𝐼𝐼 1.128 1.1293 1.1277
Diferença (%) - 0.12% -0.03%
A Fig. 7.5 realça o COD obtido pelos dois métodos desenvolvidos.
Figura 7.5: Abertura da trinca pelas duas formulações - Caso II.
7.2.3 Trinca em meio homogêneo, anisotrópico e infinito - Caso III
O caso III lida com o campo de tensão na ponta da trinca para um meio anisotrópico e
infinito. Aqui é possível usar os dados 𝑐044 = 1.95× 106𝑁/𝑚2 e 𝑐066 = 3.69× 106𝑁/𝑚2, já que
a equação analítica permite utilizar qualquer informação para calcular a anisotropia. A Fig. 7.6
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ilustra os campos de tensão 𝜏21 e 𝜏31 obtidos pela formulação variando o raio de aproximação
para 𝜃′ = 0. O campo é validade com a solução analítica dado por (SIH e CHEN, 1981).
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(a) Tensão da direção 𝑧 no plano 𝑥
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(b) Tensão da direção 𝑧 no plano 𝑦
Figura 7.6: Comparativo do campo de tensão.
Para diferentes valores de 𝜃′ , a Fig. 1.1 mostra os valores dos campos de tensões encon-
trados.
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(a) Campo de tensão 𝜏21
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(b) Campo de tensão 𝜏31
Figura 7.7: Comparativo do campo de tensão para diferentes 𝜃′ .
A Fig. 7.8 ilustra as linhas dos campos de tensões 𝜏21 e 𝜏31 obtidos pela formulação de
força de superfície para as condições do caso III.
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(a) Campo de tensão 𝜏21 (b) Campo de tensão 𝜏31
Figura 7.8: Campo de tensão - Caso III.
7.2.4 Trinca em meio não-homogêneo, isotrópico e infinito - Caso IV
No caso IV, a trinca no material não-homogêneo e isotrópico, localizada em meio infinito,
é submetida a força de superfície inicial 𝑝01 na superfície da mesma. A formulação de força de
superfície é aplicada para determinar o COD e o SIF. E sua validação decorreu do trabalho de
(CHAN et al., 2001).
A discretização do problema é ilustrado pela Fig. 7.9.
x
2
x3
c44
0
,
,c66
0
p1
0
2a
n
Figura 7.9: Esquematização do caso IV.
O deslocamento da superfície da trinca pode ser visto pela Fig. 7.10, onde foi aplicada um
fator de não-homogeneidade de 𝛽2𝑎 = −2. A Fig. 7.11 ilustra o comportamento dos SIF para
diferentes fatores de não-homogeneidade.
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Figura 7.10: COD obtido pela formulação de força de superfície - Caso IV
Figura 7.11: SIF obtido pela formulação de força de superfície - Caso IV
Pode-se perceber que o MEC falha para materiais altamente não-homogêneos. Os resul-
tados de Chan são obtidos numericamente através de transformadas integrais e polinômios de
Chebyshev.
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7.2.5 Trinca em meio não-homogêneo, isotrópico e finito - Caso V
Neste caso, analisa-se o efeito da não-homogeneidade exponencial sobre a trinca em meio
isotrópico e finito. Variando o fator de não-homogeneidade 𝛽 na direção 𝑥2, nota-se o efeito
sobre o SIF.
A Fig. 7.12 faz uma visualização do caso V, mostrando o referencial 𝑥2 e 𝑥3, já que as
coordenadas do ponto influência a homogeneidade.
Neste caso usamos os valores 2ℎ = 0.02𝑚, 2ℎ = 0.04𝑚 e 𝑐044 = 𝑐
0
66 = 3.69×106 𝑁/𝑚2.
x
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x3
c44
0
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,c66
0
p1
0
-p1
0
2a
2h
2b
Figura 7.12: Esquematização do caso V.
A Tab. 7.3 mostra os resultados encontrados e as Fig. 7.13 e Fig. 7.14 comparam as
aberturas da trinca pelas duas formulações.
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Tabela 7.3: Resultados numéricos para o SIF - Caso V.
𝛽2𝑎
BIE de deslocamento BIE de força de superfície
𝐾𝐸𝑠𝑞.𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐸𝑠𝑞.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼
0.50 0.6560 1.3509 0.6599 1.3458
0.25 0.8990 1.2889 0.9023 1.2874
0.10 1.0415 1.2028 1.0438 1.2032
0.05 1.0858 1.1668 1.0877 1.1678
-0.05 1.1668 1.0858 1.1678 1.0877
-0.10 1.2028 1.0415 1.2032 1.0439
-0.25 1.2889 0.8990 1.2875 0.9024
-0.50 1.3509 0.6590 1.3460 0.6600
Figura 7.13: COD para fatores positivos - Caso V.
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Figura 7.14: COD para fatores negativos - Caso V.
7.2.6 Trinca em meio homogêneo, anisotrópico e semi infinito - Caso VI
Em seu trabalho, (SIH e CHEN, 1981) desenvolveram soluções para trinca central em
meio anisotrópico e semi infinito. Aqui fazemos uma comparação dos resultados obtidos pelo
MEC com o encontrado na literatura. O caso VI usa a relação 𝑐066 = 𝛿 𝑐
0
44 = 𝛿×1.95×106 𝑁/𝑚2
para encontrar o valor 𝑐066 e simular a anisotropia.
Altura Infinita - Caso VI (a)
Para este problema é considera a altura infinita e a largura é proporcional ao tamanho da
trinca, como pode ser visto pela Fig. 7.15.
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Figura 7.15: Esquematização do caso VI (a).
Os resultados obtidos para diferentes fatores de anisotropia pode ser observado pela
Fig. 7.16. Onde a Fig. 7.16(a) são os resultados obtidos pela formulação de força de super-
fície e a Fig. 7.16(b), pela formulação de deslocamento. A Fig. 7.16 mostra mesmo resultados
para materiais com diferentes níveis de anisotropia. Segundo (SIH e CHEN, 1981), os materiais
apresentam resultados parecidos como um material isotrópico.
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(a) 𝐾𝐼𝐼𝐼 pela formulação de força de superfície.
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(b) 𝐾𝐼𝐼𝐼 pela formulação de deslocamento.
Figura 7.16: Comparação dos SIF - Caso VI (a).
97
Largura Infinita - Caso VI (b)
No caso VI (b) é considera a largura infinita e a altura é proporcional ao tamanho da
trinca, como pode ser visto pela Fig. 7.17.
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Figura 7.17: Esquematização do caso VI (b).
Os resultados obtidos para diferentes fatores de anisotropia pode ser observado pela
Fig. 7.18. No qual a Fig. 7.18(a) é os resultados obtidos pela BIE de força de superfície e a
Fig. 7.18(b), pela formulação de deslocamento.
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(a) 𝐾𝐼𝐼𝐼 pela formulação de força de superfície.
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(b) 𝐾𝐼𝐼𝐼 pela formulação de deslocamento.
Figura 7.18: Comparação dos SIF - Caso VI (b).
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7.2.7 Trinca em meio homogêneo, anisotrópico e finito - Caso VII
Neste caso, analisa-se o efeito da anisotropia sobre a trinca em meio homogêneo e finito.
Variando o fator de anisotropia 𝛿, nota-se o efeito sobre o SIF.
O trabalho desenvolvido por (SUN et al., 2003) para uma trinca submetido ao modo III,
apresenta vários SIF para o meio anisotrópico, homogêneo e finito. Apenas variando a relação
das constantes, dado pela Eq. 7.5, e as dimensões da geometria em relação ao tamanho da trinca
(2𝑎). Vale ressaltar que o trabalho de (SUN et al., 2003) apresenta geometria quadrada, ou seja,
𝑏 = ℎ. A relação de anisotropia usado por (SUN et al., 2003) é mostrado pela Eq. 7.5.
𝛿20𝑐
0
66 = 𝑐
0
44 (7.5)
A Fig. 7.19 ilustra o problema em questão.
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Figura 7.19: Esquematização do caso VII.
Usando a BIE de força de superfície, que possui a relação entre as constantes dado pela
Eq.7.6, é possível montar a Tab. 7.5 com os resultados encontrados e comparar com os obtidos
por (SUN et al., 2003)(𝐾𝑆𝑈𝑁𝐼𝐼𝐼 ).
Já a Tab. 7.4 mostra os resultados obtidos usando a formulação de deslocamento.
𝛿 =
𝑐066
𝑐044
(7.6)
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Tabela 7.4: Resultados do SIF usando formulação de deslocamento - Caso VII
a/b
𝛿0
0.2 0.5 1 2
𝐾𝑆𝑈𝑁𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑆𝑈𝑁
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑆𝑈𝑁
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑆𝑈𝑁
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼
0.1 0.9980 0.9973 1.0010 0.9973 1.0010 0.9975 1.0030 1.0016
0.2 1.0060 1.0135 1.0110 1.0135 1.0160 1.0142 1.0180 1.0291
0.3 1.0330 1.0353 1.0380 1.0353 1.0400 1.0365 1.0460 1.0641
0.4 1.0740 1.0723 1.0750 1.0723 1.0770 1.0741 1.0810 1.1144
0.5 1.1290 1.1260 1.1310 1.1262 1.1320 1.1283 1.1420 1.1753
0.6 1.2080 1.1702 1.2110 1.1703 1.2130 1.1723 1.2170 1.2181
0.7 1.3330 1.3501 1.3370 1.3488 1.3460 1.3505 1.3530 1.3870
Tabela 7.5: Resultados do SIF usando formulação de força de superfície - Caso VII
a/b
𝛿0
0.2 0.5 1 2
𝐾𝑆𝑈𝑁𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑆𝑈𝑁
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑆𝑈𝑁
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑆𝑈𝑁
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼
0.1 0.9980 0.9911 1.0010 0.9911 1.0010 0.9913 1.0030 0.9954
0.2 1.0060 1.0039 1.0110 1.0039 1.0160 1.0045 1.0180 1.0193
0.3 1.0330 1.0250 1.0380 1.0249 1.0400 1.0261 1.0460 1.0534
0.4 1.0740 1.0614 1.0750 1.0619 1.0770 1.0636 1.0810 1.1031
0.5 1.1290 1.1130 1.1310 1.1147 1.1320 1.1167 1.1420 1.1622
0.6 1.2080 1.1793 1.2110 1.1830 1.2130 1.1852 1.2170 1.2299
0.7 1.3330 1.3994 1.3370 1.3508 1.3460 1.3483 1.3530 1.3815
7.2.8 Trinca em meio não-homogêneo, anisotrópico e finito - Caso VIII
O caso VIII trata-se da análise de diferentes graus de homogeneidade em um material
anisotrópico, que neste trabalho é o cadmium. A representação gráfica do caso IV é a mesma
da Fig. 7.1(a). A Tab. 7.6 apresenta os resultados calculados pelas duas formulações.
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Tabela 7.6: Resultado numérico do SIF - Caso VIII
Cadmium
𝛽2𝑎
BIE de força de superfície BIE de deslocamento
𝐾𝐸𝑠𝑞.𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐸𝑠𝑞.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼
-0.5 1.3501 0.6398 1.3518 0.6353
-0.25 1.2933 0.8918 1.2924 0.8875
0 1.1292 1.1292 1.1261 1.1261
0.25 0.8917 1.2932 0.8875 1.2924
0.5 0.6397 1.3500 0.6353 1.3518
(a) Campo de tensão 𝜏21 (b) Campo de tensão 𝜏31
Figura 7.20: Campo de tensão homogêneo - Caso VIII.
(a) Campo de tensão 𝜏21 (b) Campo de tensão 𝜏31
Figura 7.21: Campo de tensão não-homogêneo (𝛽2𝑎 = 0.5) - Caso VIII.
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7.3 Trinca no contorno
A discretização da trinca no contorno é realizada utilizando dez elementos, sendo nove
elementos quadráticos e um quarter point, que neste caso é o da ponta esquerda da trinca. Aqui,
adota-se o tamanho de 𝑎 = 0.005 𝑚 para o tamanho da mesma.
A Fig. 7.22 detalha um exemplo de malha discretizada com SPM e elemento quarter point
presente na trinca.
x
2
x3
Figura 7.22: Esquematização de malha discretizada com trinca no contorno.
7.3.1 Trinca no contorno em meio homogêneo, isotrópico e semi-infinito - Caso
IX
Segundo (MURAKAMI et al., 1987), o SIF para uma trinca no contorno em meio homo-
gêneo, isotrópico e semi-infinito pode ser calculado através da Eq. 7.7.
𝐾𝐼𝐼𝐼 = 𝐹𝐼𝐼𝐼(𝛼)𝑝
0
1
√
𝜋𝑎 (7.7)
Onde,
𝐹𝐼𝐼𝐼(𝛼) =
√︂
2
𝜋𝑎
𝑡𝑎𝑛
(︁𝜋𝛼
2
)︁
, (7.8)
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𝛼 =
𝑎
𝑤
, (7.9)
𝑝1 é a força de superfície aplicada e 𝑤 é a largura da geometria.
Normalizando a Eq. 7.7 através da Eq. 7.1, temos então a solução analítica da trinca no
contorno em meio semi-infinito dado pela Eq. 7.10.
A Fig. 7.23 esquematiza o problema da trinca no contorno em meio semi-infinito soluci-
onado por (MURAKAMI et al., 1987).
A dimensão 2ℎ = 0.040 𝑚 é suficiente para simular a influência do segmento no infinito
sobre a trinca.
Os resultados encontrados podem ser visto na Tab. 7.7.
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Figura 7.23: Esquematização do problema proposto por (MURAKAMI et al., 1987)
𝐾0𝐼𝐼𝐼 = 𝐹𝐼𝐼𝐼(𝛼). (7.10)
Tabela 7.7: Resultados numérico do SIF - Caso IX
a/w
BIE de força de superfície BIE de deslocamento (MURAKAMI et al., 1987)
𝐾𝐼𝐼𝐼 Diferença(%) 𝐾𝐼𝐼𝐼 Diferença(%) 𝐾0𝐼𝐼𝐼
1/2 1.1249 -0.30 1.1242 -0.36 1.1283
1/3 1.0469 -0.30 1.0464 -0.34 1.0500
1/4 1.0249 -0.20 1.0242 -0.27 1.0270
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7.3.2 Trinca no contorno em meio não-homogêneo, isotrópico e finito - Caso X
O caso X trata de analisar a influencia da não-homogeneidade em uma trinca localizada
no contorno de uma geometria isotrópica e finita. Como o eixo de referência influencia na não-
homogeneidade do material, é adotado a referência ilustrada pela Fig. 7.24.
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0
Figura 7.24: Esquematização do problema - Caso X.
A Tab. 7.8 mostra os resultados calculados.
Tabela 7.8: Resultados numéricos do SIF - Caso X.
𝛽2𝑎 BIE de força de superfície BIE de deslocamento
-0.50 0.4575 0.4628
-0.25 0.7017 0.7062
0 1.0249 1.0256
0.25 1.4153 1.4078
0.50 1.8572 1.8369
A Fig. 7.25 representa o COD para diferentes fatores de não-homogeneidade para trinca
no contorno.
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Figura 7.25: COD para trinca no contorno - Caso X.
7.3.3 Trinca em meio não-homogêneo, anisotrópico e finito - Caso XI
O caso XI trata-se da análises de diversos fatores de não-homogeneidade para o material
cadmium.
A Tab. 7.9 apresenta os resultados encontrados.
Tabela 7.9: Resultados numéricos do SIF - Caso XI.
Cadmium
𝛽2𝑎 BIE de força de superfície BIE de deslocamento
-0.50 0.4300 0.4351
-0.25 0.6834 0.6878
0 1.0242 1.0248
0.25 1.4505 1.4295
0.50 1.9016 1.8806
A Fig. 7.26 visualiza o COD de diversas trincas no contorno submetidas à diferentes
fatores de homogeneidade para o material cadmium.
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Figura 7.26: COD da trinca no contorno - Caso XI.
A Fig. 7.27 mostra os campos de tensões obtidos no meio anisotrópico e homogêneo para
o material cadmium. Já a Fig. 7.28 ilustra para o caso de não-homogeneidade com fator de
𝛽2𝑎 = 0.5.
(a) Campo de tensão 𝜏21 (b) Campo de tensão 𝜏31
Figura 7.27: Campo de tensão homogêneo - Caso XI.
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(a) Campo de tensão 𝜏21 (b) Campo de tensão 𝜏31
Figura 7.28: Campo de tensão não-homogêneo (𝛽2𝑎 = 0.5) - Caso XI.
7.4 Trinca inclinada
Nessa etapa é analisada uma trinca inclinada em diferentes ângulos. A trinca possui ta-
manho 2𝑎 = 0.01 𝑚 e discretizada com 21 elementos.
7.4.1 Trinca inclinada em meio homogêneo, isotrópico e finito - Caso XII.
A trinca é disposta em diferentes ângulos 𝜃 com o objetivo de determinar o efeito sobre
o SIF. O trabalho de (WANG, 1993) mostra os valores encontrados do SIF para trinca em um
meio homogêneo, isotrópico e finito. Com uma geometria quadrado 2𝑏 = 2ℎ e 2𝑎 = 0.01 𝑚,
ilustrada pela Fig. 7.29, e variando a relação 𝑎/𝑏 e o valor do ângulo 𝜃, é possível construir a
Tab. 7.10 comparando os valores obtidos.
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Figura 7.29: Esquematização do problema com trinca inclinada - Caso XII.
Tabela 7.10: Resultados numéricos do SIF usando formulação de força de superfície - Caso XII
a/b
𝜃
10 20 40 60
𝐾𝑊𝐴𝑁𝐺𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑊𝐴𝑁𝐺
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑊𝐴𝑁𝐺
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝑊𝐴𝑁𝐺
𝐼𝐼𝐼 𝐾𝐼𝐼𝐼
0.1 0.9848 0.9886 0.9397 0.9433 0.7660 0.7690 0.5000 0.5019
0.39% 0.38% 0.39% 0.38%
0.5 1.1115 1.1122 1.0562 1.0567 0.8543 0.8545 0.5594 0.5596
0.06% 0.05% 0.02% 0.04%
7.4.2 Trinca inclinada em meio não-homogêneo, isotrópico e finito - Caso XIII.
O caso XIII trata da influência da não-homogeneidade em uma trinca inclinada em meio
isotrópico e finito. Aqui são utilizados as dimensões de 2𝑏 = 0.02 𝑚, 2ℎ = 0.04 𝑚 e 𝑐066 =
𝑐044 = 1.95× 106𝑁/𝑚2. Os resultados podem ser observados na Tab. 7.11.
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Tabela 7.11: Resultados do SIF usando BIE de força de superfície - Caso XIII
𝛽2𝑎
𝜃
10 20 40 60
𝐾𝐸𝑠𝑞.𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐸𝑠𝑞.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐸𝑠𝑞.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐸𝑠𝑞.
𝐼𝐼𝐼 𝐾
𝐷𝑖𝑟.
𝐼𝐼𝐼
-0.50 1.3167 0.6529 1.2325 0.6312 0.9408 0.5400 0.5689 0.3748
-0.25 1.2616 0.8891 1.1866 0.8498 0.9219 0.6988 0.5702 0.4630
0 1.1089 1.1091 1.0503 1.0502 0.8360 0.8361 0.5329 0.5329
0.25 0.8890 1.2616 0.8497 1.1865 0.6987 0.9218 0.4629 0.5702
0.50 0.6527 1.3165 0.6310 1.2322 0.5399 0.9406 0.3747 0.5689
Para os casos de trinca inclinada, apenas a formulação de força de superfície foi utilizada.
Pois a perda de simetria, devido a inclinação da trinca, impede a discretização de somente a
metade da geometria para a utilização de formulação de deslocamento. Neste caso, para usar a
formulação de deslocamento, haveria a necessidade de dividir o problema em sub-região.
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8 CONCLUSÃO
8.1 Conclusões
Neste trabalho foram desenvolvidos duas formulações de contorno para trincas submeti-
das no modo III em material anisotrópico e não-homogêneo. A primeira é a equação integral de
contorno de deslocamento e a segunda, a equação integral de contorno de força de superfície.
A segunda formulação é baseado no trabalho de (RANGELOV et al., 2003).
A formulação de deslocamento implementada obedeceu à metodologia proposto por
(BREBBIA et al., 1984) que consiste em dividir o problema pela simetria, e jogar a trinca para
o contorno. Esse método restringe a utilização para trincas centrais e no contorno localizadas na
linha de simetria do problema. Porém, seus resultados são mais precisos do que a formulação
de força de superfície, já que este usa da força de superfície encontrada no nó da ponta da trinca
para calcular o SIF.
A segunda formulação permite calcular qualquer configuração de trinca disposta em qual-
quer localização da geometria. Isso é possível devido a facilidade de calcular o campo de força
de superfície interno e aplicar o método da superposição. No entanto, os resultados obtidos por
esta formulação, em alguns casos, não foram tão precisos quanto a equação integral e contorno
de deslocamento, devido a utilização do limite do raio para encontrar o SIF. Uma alternativa
para tentar obter melhores resultados é fazer um raio dinâmico para cada caso, já que este foi
mantido constante em todos os casos analisados.
A aplicação do SPM apresentou-se uma boa alternativa para contornar o problema da
existência de duas forças de superfícies nos nós localizados nos extremos da geometria e da
singularidade na ponta da trinca. A posição de |2/3| do nó central revelou resultados mais estável
do que outras posições testadas.
Os elementos especiais quarter point foram usados em ambas as formulações. Pelos re-
sultados encontrados é possível evidenciar uma relação significativa entre o comprimento do
quarter point e o SIF calculado, já que diferentes proporção, 6%, 15% e 20% da metade do
comprimento da trinca, foram testados. De forma geral, os melhores resultados foram visto
quando o tamanho do quarter point foi de 6% da metade da trinca e o restante dos elementos
tinham comprimentos próximos ao tamanho do quarter point, acarretando numa malha bem
discretizada.
Soluções para trinca de diferentes configurações submetidas em um meio não-homogêneo
e anisotrópico são difíceis de encontrar, especialmente em modo III. Desta forma, alguns casos
puderam ser validados.
O caso mais simples, trinca central imersa em meio homogêneo e isotrópico, foi validado
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tanto para meio infinto (solução analítica), quanto para meio finito (MA, 1988). Ambos apresen-
taram boa convergência entre as respostas obtidas pelas formulações e as soluções encontradas,
obtendo diferença abaixo de 1%.
A solução da não-homogeneidade pode ser testada para trinca central em meio isotrópico
e finito. Bons resultados foram obtidos para fatores de não-homogeneidade (𝛽2𝑎) de baixo à mé-
dia intensidade. Porém, para valores acima 𝛽2𝑎 = 1 há divergência entra a solução da literatura
e a da formulação.
A solução anisotrópica foi validade em duas etapas. A primeira foi para trinca central em
meio homogêneo e semi-finito. Através da solução obtida por (SIH e CHEN, 1981) comparamos
o SIF encontrado tanto para o caso de largura infinito e altura finita, quanto para o caso de altura
infinito e largura finita. Ambas as formulações demonstram boa convergência, porém a equação
integral de deslocamento resultou num desempenho um pouco melhor do que a outra. A segunda
etapa envolve meio finito e, novamente, as duas equações integrais de contorno demonstraram
bom desempenho.
Para trinca no contorno, apenas o caso mais simples pode ser validado através do trabalho
de (MURAKAMI et al., 1987). Novamente, as duas formulações obtiveram bons resultados
com diferenças abaixo de 1%.
8.2 Trabalhos futuros
O presente trabalho apresentou duas formulações de contorno para trincas em meio ani-
sotrópico e exponencialmente não-homogêneo. Sugere-se expandir a solução para outros perfis
de não-homogeneidade como quadrático e sinusoidal.
Como este trabalho focou na existência de apenas uma trinca, é possível estender para
problemas com múltiplas trinca no meio, ou até mesmo, um estudo da propagação da trinca.
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